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从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大 
f 采用了翻译过来的苏联数学教忖。这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了 
青年学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才。到了 60年代，国 
内开始 编篡出 版的大学数学教材逐步代# 了原先采用的苏联教材，但还在很大程 
度上保留着苏联教材的影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参 
考书或课外读物继续发挥蓍作用。客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏 
联数学教材在培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响. 
是功不可没的。 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益。但在很长一段时间中，尽管苏联的 
数学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪， 
能#懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上巳造成了很大的隔膜，不能不说 
是一个很大的缺憾。 

事情终于出现了一个转折的契机。今年初，在由中国数学会、中国工业与应用 
数学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有 
数学家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中 
的一些数学教材组织翻译出版。这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育 
出版社的高度重视。会后高等教育出版杜和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数 
学教材情况的专家座谈讨论，大家一致认 为：在 当前着力引进俄罗斯的数学教材， 
有助于扩大视野.开拓思路，对提高数学教学质董、促进数学教材改革均十分必要。 
《俄罗斯数学教材选译> 系列正是在这样的柯况下 u 经数学天元基金资助，由高等 



教育出版社组织出版的。 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材 
为主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材 u 有大学基础课程的教材，也有适合 
大学高年级学生及研究生使用的教学用书。有些教材虽曾翻译出版，但经多次修 
订重版，面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典 
教材方面所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴。这一教材系列的出版，将 
中俄数学教学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教 
学内容的改革，对提髙数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用， 
并起着深远的影响，无疑值得庆贺，特为之序。 


李大潜 
2005年10月 
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第一章微分几何导引 


1.1 曲线坐标系最简单的例子 


1 . 1.1 引论 

我们来考察 n 维欧氏空间，今后用 R ° 表示 n 维欧氏空间.在 R n 中，关于选定 
的正交基向量，…，匕，给出了笛卡儿坐标/，…，: r ". 我们提醒一下，欧氏数量 

积概念与 R n 中的笛卡儿坐标紧密地联系着，数 M 积为双线性形式，它将每一对向 
tfi ? eR n 与一实数相对应，后者通常表示为而且这个运算对每个自变 
* 是对称的和线性的，而形式本身是正定的.在笛卡儿坐标系中， 

其中，篆== ( f ，… D ，巧=( V ，•••，<)• 

但是，要很方便地把许多具体问题用解折法表示出来，笛卡儿坐标是不够的. 
当然，我们有十分简单的例子，例如圆或椭圆，它们在笛卡儿坐标下的解析表达式 
是非常简单的. 

然而，例如在物理问题中，往往遇到质点在任何力场中运动的轨迹，写出它们 

在笛卡儿坐标下的显式表达式是困难的.例如在笛卡儿坐标下方程 ■- 

所确定的螺线就是这样（图 1. 丨）. 当然，这个表示法还不很复杂，但是 
在另外的所谓极坐标系下，写岀这个曲线却甚为简单.极坐标系 （ r，W 与笛卡儿坐 
标系之间的关系为 =rcos = rsin 史（图 L 2). 在这个坐标系下螺线的方程为 r 
= e A ^, 以此可立即看清质点按此轨迹运动的特性. 


第一章微分几何导引 



图 1.1 图 1.2 

这里要指出，在有些问题上，极坐标是有 效的. 我们考察在平面中心力场中的 
质点 运动; 设中心在0点，并在平面上引用极坐标 （ r ， p ). 假设 r 是动点的向径 , r 
是它的长 〆 是时间，这时 r 和 p 是时间的某个函数.在极坐标为 r 、 p 的点 r ( t ) ,考 
察两个垂直的单位向量 ：向董 它的指向平行于该点的 向径； 向置~，它垂直于 
£,，且其方向为极坐标 p 的增加方向（图 1.3) .我们在 r (£) 上加点表示向径/ *(0 关 
于时间/的微分.那么，在力学中己经知道，在平面中心力场中的质量为1的质点 
的运动由下面的微分方程确定 i =/( r )<, 这里/是变量 r 的某个光滑的函数. 

质点运动可用两个函数给出: r =r(0 ,<jp =<p(0- 完全容 
易相信 ，量 r 2 < jp 是保持不 变的. 这是 Kepler 定律之一，这些定 
律是 Kepler 研究行星在太阳系中的运动时得出的.对这个 
保持不变的董完全可以賦予明显的意义.为此， KepW 自己 
引进了下面合适的概 念:他 称向径扫过的面积 S (0 变 

化的速度为扇形速度〃，即 

于是， Kepler 定律简 述为： 在相等的时间内向径扫过相 图 I . 3 

等的面积，换言之，扇形速度是常数，即=常数. 

另一方面，在解力学以及物理学的具体问题时，还产生另外的曲线的坐标—— 
柱面坐标、球面坐标 等等. 考察类似的用一组实数给出空间点的方法，可以发觉我 
们下面叙述的是共同思想的基础. 

1.1.2 笛卡儿坐标和曲线坐标 

我们研究欧氏空间 IT 中的任意 区域. 这里提醒一下，区域是欧氏空间中这样 
的任意集合它的每一点/>与以 P 为中心，足够小的半径的球一起包含在这个集 
合中. 

我们考察用表示的第二个欧氏 空间. 给出区域 C 中点尸的坐标——它意 
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味着将 R ? 的点与一个数组 对应. 显然，此对应应该满足一定的要求.首先，不同的 
点对应于不同的坐标组，这是必需的. 

区域 C 的每一点 P 与一个 n 实数组相对应，得到 n 个函数/ ( P ) ,… 〆 （ P ) , 
它们的定义域为区域 C ; 这里/，•••，，是欧氏空间 R ? 的坐标.通常，要求这些函 
数是连续的，也是光滑的. 

这样，我们考察两个欧氏空 间：具 有笛卡儿坐标 y 1 ， …， /的 R fl 和具有笛卡儿 
坐标 A … 〆 的 R : ;设 C 是 IT 中的区域. 

定义1若函数组^(/，…，/)，…，/(/，…， /) 给出了 R n 中区域 C 到欧氏 
空间 R : 中某区域4上的双方单值且连续的映射，则称此函数组为区域 C 的连续 
坐标系.换句话说夕 （ P ) ,… ,^( P ) 这函数组给出的映射为区域 C 到区域/ I 上的 
同胚 • 

函数^ ( P ) ，… , x n ( P ) 称为点 P 关于坐标映射/: C ^ A 的坐标. 

例如，可以取？== 〆 ，_••,/=/给出的恒等映射作为映射 /: C — 儿 

若坐标映射/已经给定，有时我们把带有坐标 V (/ >) ，…, /( P 〉 的点/>写成 
尸( V , 的形式. 

从所有连续的坐标映射中，将从区域 C 到区域>1上的光滑映射分出来，所谓 
光滑映射就是，所有函数是其自己的变量/，…， 
/的光滑函数.我们现在立刻转到定义这样的坐 标系: 它的两个映射/和都是 
光滑的.为此,我们建立光滑映射的 Jacobi 矩阵的概念. 

设 /: c 一 M 是由函数组:^(/，…， y °), … 〆 ( V ，…, y °) 给出的光滑映射. 

定义2由坐标 x \ P ) 9 …， /( P ) 的偏导数组成的函数矩阵 



称为映射/的 Jacobi 矩阵. 这个矩阵的行列式用 •/(/) 表示，并称为映射/的 Jacob , 
行列式. 

注对 Jacobi 矩阵，我们引用的符号<//不会与光滑函数/的微分记号引起混 
乱，因为光滑函数/的微分在这个特殊情况下也正好与 Jacobi 矩阵完全一样. Jaco - 
bi 矩阵是变的矩阵,即依赖于区域 C 中的点 R 

定义3若光滑函数组 /( V ， …，/)，…， /( y ， …， /) 给出区域(：到欧氏空 
间 R ; 1 的某个区域4上的双方单值的映射，并且映射的 Jacobi 行列式在区 
域 C 的所有点不等于0,则称此光滑函数组为欧氏空间 R ” 中区域 C 的正则坐标系. 
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我们指出，映射/的 Jacobi 行列式在区域 C 中所有点不为 0 的要求，表示/的 
逆映射是光滑的.这事实可从隐函数组的定理得到.于是，正则坐标系是由两个 
光:滑的互逆映射给出的，它们建立起区域 C 和4之间的同胚. 

可以认为，在欧氏空间 R " 的区域(：中，从一开始已引进了笛卡儿坐标系，在 
两个空间 IT 和自然重合时利用 C 到/1上的恒等映射 而得. 这时，再在区域 C 
上引进由正则映射/给出的坐标系，它可看作坐标变换 :从原 来的笛卡儿坐标“变 
为”同一个区域 C 上的新的坐标系. 

定义 4 区域 C 上的正则坐标系也称为区域 C 上的曲线坐标系. 

现在，在区域 C 上考察两个任意的曲线坐标系 W ) ,…和/ … . 

z n ( P ). 这就是说给定了两个正则映射/和度， 

f ； C ^ AcR ：( x \- t x n ); 客: C -^ CR ; (名 


即映射/和 g 分别在区域 CM 与 C ， H 间建立了双方单值、双方光滑的对应.换句 
话说，区域 C 的每一点 P 与两个曲线坐标系 \ x i ( P ) | 和 w ) I 相对应，这里1在 i 
《 n ‘ 因此，可以对照点 P 的坐标 U * (尸）|与它的坐标 U 穴 P ) l ，从而确定了映射 

忍，即 ^,:U ， '(P)|->U i (P)| 称如此确定的映射少,.:为区域〔 

上的坐 标变抵 在这个变换下，点 P 得到的不是原来的曲线坐标 |V( P) I ，而是新 
的曲线坐标 W )|. 

引理 1 映射区域 4 到"上的双方单值、双方光滑 Jacobi 行列式不为 0 
的映射. 


证明映射么.,的双方申值性直接由定义 3 得到.映射么,,的光滑性由两个光 
滑映射的合成仍为光滑映射 得到. 剩下验证映射具有非0的（在区域4中每一 
点） Jacobi 行列式 7(0 


实际上，映射 a ., 由两个映射合成 ： i / f x ,^ gor i : a ^ b ( 




1.4) .映射 A , 的 Ja¬ 


cobi 矩阵分解为映射厂 1 的 Jacobi 矩阵和映射 g 的 Jacobi 矩阵的乘积.事实上，因 
为/=/(/ 〆 ••，/) =?(y U ，， …， V )，…，/(*•，…， x "))， 其中函数！，（/，•••， 


?) ,1名 a 备 M 给出了光滑映射 广: /1— C , 所以按复合函数的微分公式 得到: 


dz _ 

dx 1 



I ，这就是说 Jacobi 矩阵分解为两个矩阵处和的乘积.现在只 

a 3 1 &y ctxr 


需说明 Jacobi 矩阵 df 和 4 T 1 的关系 即可. 因为合成映射 r 1 。/是区域 C 到自身的 
恒等映射，那么，得到 d ( r l of) : df 、 。#=£，这里 E 为 n 阶单位矩阵，最后得到 
df- ] :⑷' 这就证明了矩阵满足恒等式= ( 仓）. (df) * J , 于是 
八 U =•/(《)/•/(/)，并且因为两个細 obi 行列式 /(g) 和 /(/) 都不为零，所以 Ja- 
^bi 行列式 /( U 也不为零.引理得证. 

假设在区域 C 上给出光滑的函数组 ：\ x i ( P)\A 如何知道这组函数是 


1.1 曲线坐标系最简单的例子 


5 



否给出 C 中的正则坐标系？ 

引理2假设光滑的函数组 U 、 P ) I ，丨4$~具有性质 ：这函 数组的 Jacobi 
行列式 J(f) J(P) = 1/(/^) ，1 在区域 C 中不为零.那么，在区域 C 的每一 

点 P 存在这样的开邻域，在此邻域中函数组 k ( P ) 丨给出了正则坐标系. 

这闲数 m " f 称为局部坐标系. 1 

证明在引理的条件中没有假定函数组 U ‘（ /0 I 确定区域（:到欧氏空间 R ;' 
的区域4上的双方单值的映射.但按隐函数组定理，从 Jacobi 行列式不为零可得逆 
映射的存在性（至少在局部）.引理得证. 


注意，满足引理2条件的函数组决不必然立刻就确定为整个区域 C 中的正则 
坐标系，就是说区域4到区域 C ： 上的光滑映射厂 1 也蚵 能+ 存在.实际上，看一个 
简单的例子 :把在 挖掉坐标原点0的二维平面取作为区域 C , 而取光滑映射/: 
/( 〆 ， 〆 )= (*'( r ) yX 2 (y) ) ，这里 x{y 9 y 2 ) = (y) 2 - (y^) 2 ； x 2 (y 9 y 2 ) =2/ 〆 ;也 
就是若设 z =7* + iy 2 y w =X ] + k 2 ( i 是虚数单位），那么 w ； =z 2 . 这个映射把复数 z 变 
换成它的平方.在平面极坐标 ( r ， p ) 下可写出这个映射，得到 /( r ^) =(々2^)(图 
1.5)；Jacobi 矩阵妒具有 形式: 


H :: t :)， 

j(j) =4(r') 2 +4( r 2 ) 2 >0. 

我们看到 Jacobi 行列式在区域 C 中所有的点是正的 
(W 为原点不在其内）.因此，按引理 2 我们的映射在 
区域 C 的每一点的某个开邻域中建立了局部正则坐 
标系. 然而这时，映射/没有逆映射厂\因为/不是双 
方单值的. 

实际上，每一个点，不是坐标原点^ =/ 在 



图 1.5 
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映射/下总有两个原像，这就是点 （ r ， p ) 和 ( r #+ 77). 

例子中所导出的函数组的 Jacobi 行列式，当 P 点逼近挖去的点时，趋于 0 .在 
几何上已知有下面的 问题: 欧氏空间到自身的光滑映射/，在对 Jacobi 行列式加上 
条件 0 Q 幻 (/) ^/V<oo ，且其中右和 /V 是常数时，是否双方单值的？这里我们将 
不讨论这个问题. 

区域中的每个曲线坐标系确定了所谓坐标曲线，第 i 个坐标曲线由方程 

X l ( P ) = c , t X 2 ( P ) = C 2 ，-_= q _, ， 


x l ( P ) = i ， x ‘ + , ( P ) = c t *, 9 -- t x n ( P ) = r n 

给出，其中所有的 q 是常数，而 £ 是连续参数.随着£的变化，点 P 跑过区域中某条 
光滑的轨线.于是，从区域 C 中每一点 P 走出 n 条光滑的轨线，这些轨线也称为给 
定坐标系的坐标曲线（在尸点）.对另外的点 p ， 有另外的坐标曲线，并 a 当/>点变 
化时，这个坐标曲线系光滑地变形.若坐标系是笛卡儿坐标系，那么它的坐标曲线 
是直线.在直观描述曲线坐标时，画出坐标曲线是有益的.图 1. 6显示了坐标的光 
滑变化，长颈鹿“变为”河马. 


M .3 曲线坐标系的最简单例子 

我们从下面的评注 开始: 平面上的极坐 
标系 （r # ) 不是整个平面 R 2 上的正则坐标. 

实际上，由极坐标系到笛卡儿坐标系的坐标 
变换函数是:= rcos ( p , x 2 - rsin 求变换 
的 Jacobi 行列式.直接计算得 

/( 少） = r . 

于是， Jacobi 行列式在坐标原点为0•由 

此可见极坐标在整个平面上不是正则的.此外,它使整个二维欧氏平面到自身的映 
射不是双方单值的，因为形为 （ r ， p ) 和 ( r 4+27 T ) 的点变为同一点. 

应该划分出使极坐标是正则坐标的区域 C . 

我们考察欧氏平面 R 2 ( r #) ,这里 〆 = ^并且把由不等式0 <史 <2 tt , 
0 < r < + * 确定的无限带形看作为区域 C 那么在平面 R 2 (x\x 2 ) 上应该取除去半 
直线 V 多0 〆 =0的整个二维平面作为区域儿映射/: C ■^由公式/ = rcos 
- rsin cp 给出•图 1. 7指出了在映射/下坐标曲线的变化，直角坐标网变为极坐标 
网. 映射/的双方单值性和正则性是明显的. 

现在考察三维欧氏空间，并研究柱面坐标系.变换公式 为：/ = rcos cp , 
文•’ =rsin ( p , x y = z . 研究 R 3 ( y ' ，: r 2 ，/> ，这里 / = r , y 2 =^ p , y 3 =z ，并取区域 (0 < r ;0 < 
屮 <2 tt ; -* < z < +00) 作为 C . 上面引用的公式定义了光滑映射 / : C —/ ICR 3 ( V ， 
: tV )， 这里区域4由 R 3 (/，: rV ) 中删去半平面而得到（图 1.8). Jacobi 矩阵具 





曲线坐标系最简单的例子 



图 1.7 


有形式 



-rsin (p 

rcos (p 
0 




m 1.8 


其变换的 Jacobi 行列式等于 n 于是,在区域4中柱面坐标系是正则的.这是因为 
Jacobi 行列式仅在 z 轴的点上等于0;而通过 z 轴的半平面，为了保证双方单值性而 
除去了. 

现在我们考察/ I 维欧氏空间，并引进球面坐标系.变换公式为 

f n :C(r ， 0 t ， & 2 r“，h )~>A{x A ， •■•〆 ）； 
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X X = rcos 汐 | , 
x 2 = rsin 0 } cos 汐 2 ， 

: 3 = rsin 6 } sin 0 2 cos , 


W 1 =rsin 0 l sin %."sin 0 n ^ 2 cos ❶…， 

. x n - rsin ^,sin fl 2 ".sin ^ n . 2 s * n ❹ n -\. 

注这组公式的构造是清楚的，认为每一行都有相同的来历，只是参数乂，在 
足标 i = n 时，等于0,这种看法是适 宜的. Jacobi 矩阵和 Jacobi 行列式由读者肉己 

计算 _ 

对三维空间，球面坐标常用 （ rj ， p ) 表示； 此时变换公式具有形 式:/ = 

rsin d cos <p；x 2 = rsin 沒 sin (p\x = rcos 6\0 <0<TT,0<(p< 2 ir , r ^0. 在这样的坐标 
TJ = r 2 sina 区域(:和 4 表示在图 1. 9 中. 这个变换的 Jacobi 行列式仅在 x 3 轴上 
为0;为了保证坐标系的双方单值性，还要除去半平面 U 2 =0^' ^0). 在固定 r 时, 
参数的坐标曲线表示在图 1. 10中.这两个角参数有时称为纬度和经度.它们 
在地球仪上给出坐标网.在三维的情形 Jacobi 矩阵具有 形式： 


diff 


(sin 0CGS (p 
sin Osin 
cos 6 


rcos Scos (p 
rcos ^sin tp 
- rsin 6 


- rsin ^sin <p 
rsin (p 
0 



03 L9 图 1. 10 


习 题 

1. 证明函数组 u=x + sin y,v = y - -^-sin x 在平面上给出了正则坐标系 . 

2. 证明在圆周夕上不能给出一个统一的坐标系 . 


3. 在极坐标系下写出 Laplace 方程 Au 


d 2 u d 2 u 






在曲线坐标系中曲线的长 


1.2 在曲线坐标系中曲线的长 


1.2.1 在欧氏坐标系中曲线的长 

我们考察欧氏空间 R "， 并在中给出欧氏数 董积： 〈篆， 17 〉= 

R ". 此时，可以将每个向量 feR n ，可以按公式 If = 计算它的模或长.如 

果我们想确定任意两点 fiyeR ” 之间的距离，那么就应计算向童安-1?的长.从解 
析几何知道，两个向量之间的角史，也能用数量积由公式# = 


( ifv ) 


来表示.我们看到，像向量的长和向量间的角这样重要的度量概念是与 


If I • liyl 

欧氏空间中的数量积紧密联系着的.在建立其他重要的几何概念时，常常借助于各 
种向量的数量积的 公式. 

我们来给出光滑曲线长的定义.为此,以参数形式给出曲线 y ( t )， 即认为欧氏 
空间中的光滑曲线由一组 n 个光滑函数^ (0 ,…，/(0给出，其中参数跑过整个 
实数轴或一个有限区间 [ a ，6]. 这里, V ,…，/是 R fl 的笛卡儿坐标. 


定义1 


数 /( y ) * 

n 



ry (0. y ( t )> A 称为曲线 y ( f ) 从点 y ( a ) 到点 y (6> 


(或从参数值 


到参数值 


/>) 的长，其中 y ( t ) 是具有坐标 


的向量，有时称为曲线 y ( t ) 在点 t 的速度向置，或称为曲线 


y (0 在点/ 的切向 

曲线长的显式公 式为: 


Ky) 


b 


I 


dx i 

Ht 


引理 1 在光滑曲线 yG ) 上给定两点 y ( a ) 和 y (6) •若£ = t ( r ) 是参数〖换为 
新的参数 r 的任何光滑的变换，#：>0,那么曲线长 /( y ) #不变，即总成立等式 


6 =/(r(0) '这里 

a a 

证明直接计算，得 


:( a ) ,6 =/(/?)• 


Ky(t)) 


6 



(7i^y f )dt 






dr di 


.其中 ％ = 


dx n ( 

9 ~di 


}. 这就是所要证明的. 



a ， yr) 也 
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现在假定给定了欧氏空间中的两条光滑曲线7,(0和7 2 (0,它们相交于某点 
厂即存在这样的参数值 = 使尸 = y 2 (6) .我们来定义两个曲线在 
它们交点处的夹角. 


定义2两条相交的光滑曲线 7| (/)和7 2 (0,在它们的交点/>=%( 0 ) 
y 2 ( A ) 处，若两个速度向量 7l («) 和^ (6) 不为零，由等式 cos p 
<ri( fl )*7a(*)) 


I - 1夕2(办 ）I 


确定的角 P 称为此两条相交曲线在交点 P 的 交角 . 


注严格地说，这个等式确定的不是一个角，而是两个角，它们的和为 1 T . 但是 
因为曲线编了号码，那么就产生了有向角的概念， 

这样的角就由上面引进的公式所唯一确定了.我们 
坚持两个速度向量在交点处不为0的要求.问题在 
于在光滑曲线的速度向量变为0的点，这曲线可能 
受折损，其运动方向跳跃性地突然变化 （ 图1 . 11 ). 

我们指出，在光滑曲线上存在转折点决不违背 
曲线的光滑性（参看光滑曲线的定义）.例如，图 

1.12 表示了在一点具有转折的光滑 曲线； 这里光滑曲线在奇点的“转折角”等于 
w /2. 容易构造出在奇点有转折角 ir 的光滑曲线的例子（参看图 1.13). 



图 1.11 



练习： 写出图 1.13 中所描绘曲线的参数方程.问 题：图 1.13 
中所描绘的曲线能用解析函数 x (0 ，: K 0 给出吗？ 

请读者自己 确认: 按照一般公式计算的圆周长和线段长与初 
等几何中的已知量是相符的. 


12.2 在曲线坐标系中曲线的长 



现在,考察欧氏空间的区域 C 中的曲线坐标，并假设 y (0 是 
这个区域中的任何光滑曲线.在这个曲线坐标系中如何写出光滑曲线 yU ) 的长? 
用/，••• 〆 "表示曲线坐标，即于是按复合函数的微分法则，有 

dx \ t ) ^ dx i dz k .. 

~dT^ 
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即 


Ky) h 










dx l dx l dz m d / 出 
dz m a/ dt dl 






dz m d/ 

dt dt 


dt. 


其中函数“⑺ =_ •显然，这些函数关于指标爪，/>是对称的，即 “二 

“•，于是函数组“可组成对称矩阵 C = (“）.在我们得到的公式中，矩阵 G 的系 

数是以 Jacobi 矩阵的元素的乘积和表示的.因为也^ =(尝)，所以矩阵 G 表示为 

两个矩阵的乘积 :G=>4 • >T , 这里4 矩阵 C(z) 在坐标变换时的变化规律如 

何呢？我们再作一个变量替换，由变量 U‘l 变为变量 | yM , 即考察形式为^ = 
?(7，•••.，/) ,1彡的正则坐标变换.同时.把1/1看作区域 C 中的新的曲线坐 
标. 

这时，系数按下面规则变化 


gAy ) 


y dx l (y) dx l (y) 

/7 t dy dy k 


y y 



dx l dz m dx d / 
dz " dy 1 d / dy k 



dz ^ 




即 G ( yX : G ( Z ) d ) T . 

注有时表示新的坐标为/，在指标上写上“一撇 "，即 表示是在新的坐标系 
中. 

函数 g ^( z ) 有明显的几何 意义. 我们考察区域 C 中的任意点 P 和曲线坐标系 

…，严的经过 P 点的坐标曲线.这些曲线中每一条都可用参数方程/ =c,， …， 

广 1 =C f 一 | ，:• = W’ =c^, -C n 的形式给出，其中 c a (l 彡 0f( 〆/) 彡 n) 是这样 

• 的常数，它们为点/ > 的坐标〆 =<? a ;l^a (^0^^ 我们用 r „(0( l 矣 rn 矣 n ) 表示 

第 m 条坐标曲线.这时2坐标系中的第 w 条坐标曲线在 x 坐标系中 写为: 

，…，=/，〜， …， c n ) I ，1 彡 i 彡 n . 

脅 

这条光滑曲线在尸点的速度向童的坐标 Q = i 矣 n. 因为 gmp ( x ) = 
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.油 


t 这个表示式也可写为形式 :^^u ) ，心〉 ，也就是说，函数是相 

i s I dz az 

应的坐标曲线切 向煨的 数最积（图 1. 14). 

这样,我们看到在坐标变换时矩阵 GU) 像二次形 
式的矩阵那样变换,若原来是笛卡儿坐标，那么矩阵 g 
是单位矩阵，于是在任何另外（曲线）坐标系中，它可以 
写为 GU) = ,这里>1 = 从，, ， UM 是笛卡儿 坐标. 

在作进一步讨论之前，我们先来考察在不同的曲线 / \ \ ^ 

坐标中曲线长公式的最简单的例子.对这些曲线坐标顺 / \ \ 

便算出矩阵 ㈣ 

1. 平面上的极坐标 （ r ， f ) •在笛卡儿坐标（ V ，/) _ muu 

T 一， x I 1 °\ . fO,«Vy,^ 


下，矩阵 G 为 GU) =& ] 

面已计算出 Jacobi 矩阵.由此 


，即 g y = \ 




•前 


G(r y (p) 

/I 0\ 


2 r 


于是在极坐标中，所给曲线 7(0 =(r (0#( G) 的长，根据公式表示为 


Ky) 


b 


,b 


'n 


!) - 2 ( f ) 2 ^ 


2. 三维欧氏空间 R 3 中的柱面坐标 （r，p，z ). 矩阵 C (幻在笛卡儿坐标 U 
x 3 ) 下为 G ( x ) =£. 前面已算出其 Jacobi 矩阵，由此 


,x 


G ( r ，( p ， z ) (却 ) T = 0 r 2 0 

、0 0 lj 

于是在柱面坐标系下所给曲线 y ( t ) =(r(0 Mt ) Mt ) ) 的长，根据公式可表 


示为 


/(y ⑴） 


b 


a 



(f) + 


作为一个例子，我们 来计算 直圆柱面上螺线的长，此螺线由参数方程 r(0 

常数，妒⑴ = a / t，z = qt 给出 • 此时， 


Ky ) 
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f Q V^u> 2 :q 2 dt = (R 2 01 Z ^q Z ) i/2 (b-a). 


3. 三维欧氏空间 R 3 中的球面坐标 （r , 义^).在笛卡儿坐标下，矩 
阵 G 为 GU) =£• Jacobi 矩阵前面已算过，由此 







: 祕 • i 




1.2 在曲线坐标系中曲钱的长 
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n 0 0 

G(r^d,(p) =cbf/{di//) ] = Or 2 0 

、0 0 r 2 sin 2 0j 

于是在球面坐标系下，所给曲线 7(0 =(「(040)^0)) 的长，按照公式表 

木为 



有时仅写出弧长微分 W 的显式来代替弧的全长的表示式常常是方便的.特别 
是在上面所分析的例子中，这些微分取如下的形 式：在 平面极坐标中，（沿） 2 = 
( dr ) 2 + 〆 （如) 2 ;在 R 3 的柱面坐标中， （ di ) 2 = ( dr ) z + r 2 (如) 2 + (也) 2 ;在 R 3 的球 
面坐标中，（出) 2 :( dr ) 2 + r 2 (必) 2 + r 2 S in 2 9( d < p )\ 


1.2.3 在欧氏空间区域中黎曼度量的槪念 


我们把区域 C 中的每一个曲线坐标系 z 与一个光滑的矩阵函数 G(z) 相对应, 
这矩阵函数 G ( z ) 在坐标变换时，像二次型那样变换， 

定义3如果在欧氏空间区域 C 的每个正则坐标系/，_••,/中定义了一组光 
滑函数〜(人•••/)，满足：⑴ “U) =‘U)( 即矩阵 G(z) 是对称 的）； （2) 矩 
阵=(&%)是非退化的和正 定的； （3) 在坐标变换;时，矩阵 C(z) 按照规 
则 C(y) =#CU )(#) T 变换（提醒一下，我们仅考虑坐标系的正则变换），这里 
#表示坐标变换的 Jacobi 矩阵 # y ， a , 那么我们说在欧氏空间区域 C 中给出了黎 
曼度最 • 

注为简化像5；#办那样按重复指标（一个上指标 ，一 个下指标）进行求和的 
表示式符号，我们省略掉符号“ S ”，简 写为、 ，”，这就意味着关于 i 求和. 

定义4若在区域 C 中给出了黎曼度量 G ( z ) = (幻），并在坐标系 （/) 中给出 
了光滑曲线 y ⑴=|/(01，则称数 

为曲线 y(r) 从点 y(a) 到点 y( A) 的长. 

上述黎曼度量的定义现在可以用比较不变的术语来 叙述. 这就是，黎曼度量的 
给出能够在经过区域中每一点的所有光滑曲线的切向童的集合上定义二次型 
〈 ， 〉，•确实，若 yi (0) =P = y 2 (0) ，戶 eC ， 则对向量^ ^^( O ) 和”=令 2 (0)，这 
里丢= (€ ，…， D ，” = (V ，…， <) ，可以令 〈K, = ^ V- 

引理2映射 f it — 〈篆，1|>,给出了光滑地依赖于点的非退化正定的二次型. 

证明所作映射的对称性和双线性由定义3 得到. 我们来确认这个对应定义 
了双线性型.作正则坐标变换,这时 

yi(0 = U! ⑴，⑴I ， r 2 (0 = 14(0, …， 4⑴I ; 
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dz bz dz l dz ^ ，- d / i dz bz / 


由此得到 


〈蒼 ’ W&yfV 


( frfr ) (普 


W = 〈爹，”〉 


£ |. ， 

这就是说 , 〈f l |>, 确实是双线性型.在证明中利用了引理证毕. 

02 OZ 

于是，黎曼度量的定义可用如下的术语给出 ：若在 欧氏空间区域 c 中每一点, 
对切于过此点的光滑曲线的向量给出了非退化正定的双线性型（数量积），那么我 
们就说在区域 C 上给出了黎曼度量. 

由引理2得到这个定义与定义3是等 价的. 特别是，由引理2得到光滑曲线的 
长与曲线坐标的选择是无关的. 

若两条光滑曲线％和 y 2 在尸点相交(使 y , (0) = y 2 (0) , y , (0) #0, y 2 (0) # 
0) .它们之间在给定的黎曼度最下的交角仏由 

<ri ,ri> 

cos ^ = Tr7n^r 

给出. 

黎曼度量存在吗？我们上面已经援引了例子.事实上，若在区域 c 中的笛卡 
儿坐标下给出矩阵 G ( x ) =5 〆 这里/，•••,/是区域 C 中的笛卡儿坐标），那么在 
由笛卡儿坐标经正则变换得到的任何其他曲线坐标 z , 可以按定义令 G ( z ) = 
#6；(幻 （#) T =#(#) T ，这里#是所给变换的 Jacobi 矩阵.这样，我们就定义了 
在欧氏空间区域中给定的黎曼度量.这个度量是欧氏度量，并且光滑曲线弧长微分 

的平方在笛卡儿坐标下写为（出) 2 =丈（厶‘） 2 •但是，若给出的是任意的黎曼度 
量，那么我们不应该希望通过区域 C 中适当的坐标变换使这个度量化为 

i 2 的形式•一般情况下，这是不正确的. 

定义 S 在区域 C 中给定黎曼度贵 C ， 若在区域 C 中存在这样的坐标 y (—般 
地说，是曲线坐标系），在此坐标系下 K ) 变为单位矩阵，则称此黎曼度置 C 是欧 
氏的. 

假使给出的是欧氏度量，那么可以写出使这个度箭也是欧氏形式的所有另外 
的坐标系，即单位矩阵•这里我们仅指出，所有这样的坐标系可以从一个坐标系用 
欧氏空间的旋转、平移和反射的方法得到. 



1.2 在曲线坐标系中曲线的长 
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“非欧度量”，即用任何正则坐标变换都不能化成形式为_ (厶0 2 的度量, 

它的存在性暂时还无可推得.目前我们还不能指出这样的黎曼度量,可确定无疑地 
断定它是非欧度量.但是，不久我们就能做到.直观上很明显，为揭示出这样的度 
t , 需要找出在坐标的正则变换下保持不变的属于这个度量的某种不变貴.那时， 
我们希望能比较两个度量的不变量，并揭示出这些不变董的不同，从而揭示出两个 
度量的不等价性.这样的一些不变量实际上是存在的，并且我们能很快地确定它 
们. 只有到那时,我们才能严格地证明定义在欧氏空间区域中的非欧度量的存在 
性. 

在曲线坐标 z F 写出的欧氏度量失去了它的简单的“欧氏形式”并由矩阵 
给出，这时“辨别”欧氏度贵就不那么简单.我们来看看在上面所指出简单的 
曲线坐标系中如何写出欧氏度量.不写出黎曼度量的矩阵 CU ) ，而写出光滑曲线 
弧长微分的平方（出） 2 常常是方便的. 

1. 在平面极坐标中 ：（ 忒 ) 2 =rfr 2 +r 2 如 2 . 

2. 在三维空间柱面坐标中 ：（ d /) 2 = A 2 + r 2 如 2 +山 2 . 

3. 在三维空间球面坐标中 ：（ 出 > 2 : dr 2 +r 2 (必 2 +sin 2 似 〆）• 

1.2.4 不定度量 


到现在为止，我们遇到的仅是所谓黎曼度景的正定度量.但是在应用中常常遇 
到所谓不定度景. 

定义6 假设在欧氏空间区域(:的每一个正则坐标系/，•••，/中定义了一组 
光滑函数(人 •••/) 1，它们满足除正定要求外的加在黎曼度量上的所有要求 
( 参看定义3 ) ， 也就是说所对应的二次型不是正定的，那么就说在区域 C 中绐出了 
不定度董. 

我们考察伪欧空间 R : 中的所谓指标 s 的伪欧度量作为不定度量的最简单例 
子•为了构造这个度量,在笛卡儿坐标/， …，/ 下的通常的欧氏空间 R rt ，并在每一 
点给出下面的双线性型（具有常系数，即与点无关的系数= 

i n 

一 I fV ■于是 ，对光滑曲线 y (/) = | 〆 •⑴其弧长按公式 

• *1^ y»#ti 

表示为 



在 n =4时，指标为 1 的伪欧空间有时称为 MkhkobckhA ( Minkowski ) 空间（在 

狭义相对论中 h 同样我们也将考察 W 和 R ?， 我们指出，指标为0的伪欧空间就是 
通常的欧氏空间. 

也像在通常欧氏空间一样,在空间 Rr 中向量 《的长 由公式 = 定 
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义，但在 R : 中不同于在『中，向 M 的长可以是零和虚数.事实上，因为形式 
〈，〉，不是正定的，所以，例如从坐标原点发出的所有向量 feR : 的集合分为 
〈篆4〉，<0(类时向置），4|>, =0( 光向 * 或迷向向置），<篆0, >0( 类空向量） 
这三个不相交的集合.这种情况导致了有零长、实长和虚长向 M 的情况.确实，类时 
向量具有虚数长，光向量（迷向向董）具有零长，而类空向量具有实数长.例如，坐 

标原点发出的迷向向最填满了顶点在坐标原点的整个 锥面 ： -i ( i ) 2 

i = l 

+ t U ) 2 = o ; 类时向 董位于 锥面的“内部 "，即 在由坐标平面(^，… 〆 ）确定的 

;«j>l 

锥面 腔内； 而类空向童位于光锥面的“外部”（图 1. 15). 



注在（狭义相对论中的） Mhhkobck 油空间 R ! 中，迷向锥面全部由所谓“光 
向最 =0) 组成，并称为光锥，由坐标原点发出的光线,将沿此锥曲的 
一 条母线传播. 

我们定义指标 s 的伪欧空间 R ； 1 中光滑曲线的长 

l .(y) = f >/ 〈 V ， V〉A 

a J a 

与欧氏情形不同之处在 于:某 条曲线的长可能是零，纯虚数和复数. 

为广更方 f 史地表示狭义相对论的某种效应而引进 MHHKOBCKHft 空间 R 〗， 我们 
在空间 R 〗 中引人坐标/ = ct , x ] = x 9 x 2 = y f x 3 = z ， 就是说（<//) 2 = - c dt 2 +办 2 + 

办 2 +厶 2 ,其中£是时间， C 是光速.我们考察任何物质的微粒的所谓“宇宙线” 
y (0, 它是空间吣中的光滑轨线•如果坐标 t ： K ， z 解释为空间的坐标，那么微粒沿 
此轨线的运动可以解释为某个在三维欧氏空间中迁移的质点在时空中的进化.像 
以前一样，假设7是轨线 y ( r ) 在点 r 的切 向量; 那么因为在狭义相对论中采用任 
何信号的传播速度不能超过光速 c 的假说，所以 


cdt > yjdx 2 dy 2 + dz , 



1.3 球面和平面上的几何 
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这里 ( cdt , dx ， dy ， dz) 是沿着轨线 y( T ) 在切向 
量 y ( r ) 的方向上的无穷小位移向量的坐标. 
出此我们得到沿着物质微粒的宇宙线 y ( r ) 
总是满足关系式 - W 2 ♦厶 2 +办 2 +心 2 < 0, 
即 〈 y( r ),y( r )>, <0. 这就是说，切于宇宙线 
的每个切向最是类时的向量.由此也得到物 
质微粒的宇宙线总是取虚数长.特别是，宇宙 
线全部严格地在光锥（迷向锥面）内传播，此 
锥面以 r 轴为自己的轴.这个条件在宇宙线 
的每一点都应满足(参看图 1. 16). 



图 1. 16 


习 题 


1. 验证： 曲线长可以作为依次连接曲线上有限个点的线段所组成的折线，当最长的线段趋 
于0时的极限. 

2. 证明 ：在欧 氏空间，连接两点的曲线中以直线的长为最短. 

1.3 球面和平面上的几何 

我们考察二维欧氏平面，它具有笛卡儿坐标并被陚予欧氏度量出 2 =dr 2 
+ dy 2 . 为表示光滑曲线弧长的无穷小元素，除用沿 2 外，有时也用记号也 2 .我们将 
使用这两种符号.若在平面上引进极坐标，则中心在原点的圆周成为形如 r (£) = 
常数的坐标曲线.在极坐标系中圆弧长的无穷小元素等于 nV. 

现在，我们考察二维球面到三维欧氏空间中的标准嵌入，在引人笛卡儿坐标 
的三维欧氏空间中，它是以坐标原点为起点长为的向量终点的集合.先谈 
谈下面一般的问题.假设在球面 S 2 上有某条光滑曲线 y ( t ) ，并且计算这个曲线的 
长.于是可以考虑外围的三维欧氏度貴山 2 = dx 2 ^ dy 2 +办 2 ,而把光滑曲线写成参 
数形式 y ( t ) = ( x ( t ) ，y(0 ,z(0 )，并且按照上面所说明的方案计算它的长.同样， 
可以计算在球面上两条相交曲线 r ,(0 ,y 2 (£) 的角. 

在 R 3 中引用球面坐标，这时，半径为的球面由方程 r = /? = 常数给 
出•我们来计算整个都在球面 S 2 上的两条曲线切向量的数量积.设 =(/?, 

衫 1(0 .史 1(*〉） 々2(0 :( R ，8 Z ( t ) ,92(0) ， 于是 

?，（0 =(o，A .Pi) ， y 2 (0 - (0 為，少 2), 

( y \, y 2 ) =尺 2 (4冷2 •*-sin 2 ^(O0i^ 2 ) , 

此公式在曲线 7 ,0)与 72 (/)交点计算.由此可见，我们所计算的数量积与两个向 
董(4,私 ），（ 色為）关于新的双线性形式炉 （d,d 2 色）的数量积相符 

合.这个双线性形式定义了二次形式/? 2 ( + sin 2 ) ,它是由欧氏空间中的相 
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应的二次形式 dr 2 +〆 （办 2 + sin 2 岭 2 )用变量沒，史的新的函数 r =/?=常数，没=沒# 
= 9代替变量 r ， 心 p 而得到.我们说，引进这种运算以后所得到的球面 S 2 上黎曼 
度最 R\der +8 in 2 ^ 2 ) 是外围三维空间的欧氏度量在球面上的诱导度量. 

在球面 S 2 上，点的位置可用两个参数 0^( 纬度和经度）给出，于是点在球面 

上的向径可以表示为太 -x(B,<p) = 尺 cos 沒 cos (p,y = y (6,( p ) =尺 cos ^sin <p,z =z( 6, 
< p ) = «sin 6. 将此三个函数（依赖两个参数）代人三维空间中弧长微分的平方表示 
式办 2 +办 2 + 也 2 ,得到 (沒 , p ) ) 2 + (dy(0,<p)) 2 ^ (dz( 6,(p) ) 2 = R 1 ( (W 2 + 
s\n 2 6d(p 2 ). 

这个具体的例子今后将被我们有力地槪括，并且也是在欧氏空间中的曲面上 
诱导黎曼度 i ： 的特殊的情况.在球面&上也可引进另外的曲线坐标，这在计算时 
有时用得着.我们来导出这些坐标的基本例子. 

考察球面 S 2 到平面 R 2 的球极 射影. 为此，把半径为/?的球面的球心放在坐标 
原点0,并研究通过0点的坐标平面 R 2 ( x f y ) ;在球面 S 2 上也标出北极/ V 和南极 
设 P 为球面上不同于 W 的点; 连接北极/ V 和 P ， 并延长 / VP ， 交平面 R 2 U ， y ) 于 
Q - 将点 P 与点<?相对应，我们得到映射 ％: S 2 — R 2 , 并称它为球面的球极射影.映 
射外在除北极/ V 以外的球面的所有点上有定义.可以设想北极“映射”为二维平 
面的无穷远点（参看图 1.17). 



图 1. 17 


图 1. 18 


我们观察 R 3 中的球面坐标 r , 心 f 它诱导岀球面上的坐标（义#)，而在平面 
R 2 上出现坐标 （ r ， p ) ,即极坐标.因为映射％保持坐标 p 不变，所以为了定义 
找出半径 r 依赖于角0的关系式就足够了.为此，我们观察用过点 P ，0， N 的平面 


去截 S 2 所得的截面 ( 




18). 因为角 tMT 等于 f 于是得到坐标变换的公式 


为 <p =< p；r - Rcoi y *. 

不难验证，这个变换的 Jacobi 行列式 J 


R 


2 sin 2 


f • 
9 


于是在除北极外的所有 
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点，变换是正则的.因而借用平面极坐标，在球面上可以引进坐标.在此新的坐标下 
球面的黎曼度量取怎样的形式？容易验证，度量(必 2 + sin 2 ^> 2 ) 现在可以 
写为： 

,2 4/?^ ^ > 2 1 1 2、 


ds 2 


( R 2 ^ r 2 ) 2 


( dr 2 + r 1 dip ). 


我们所得到的球面的度量形式仅在一个可变因子 


4 R 4 


上不同于平面上 


在极坐标下写出的欧氏度量（办 2 如 2 ).这样的两个 度蕭称 为是共形的. 

定义1在欧氏空间区域 c 中的曲线坐标&，…，\下给出黎曼度量，它 
具有形式 = A ( z )^( z ) ，这里 A ( z ) 是区域 c 中的光滑函数，而是在坐 
标/，下写出的欧氏度最的分量，则称 g t / ( z ) 为共形度 m . 换句话说，若存在 


坐标系 * ，使仏 ( x ) = AU ) 圣 （以 ） 2 时,则称度 M g y U ) 是共 形的. 


4 R 4 


于是，在欧氏平面上出现了两个度量 + r 2 如 2 ,欧 氏的； 和^+ 

r 2 V ) ，球面度最，它们可以认为给在同一个定义域 R 2 (^, r ) - h . 回到关于等价度 
最的问题上来.是否存在平面 R 2 上的正则坐标变换,使度量 dr 2 -f r 2 d < p 2 转化为度 
a 4/\ / • 2 7 t ^ 




如 2 )? 


我们至少提出这两个度量不等价的这个事实的直观论据.为此，我们用欧氏度 
量和用 球面度量来计算圆周 x 2 + 〆 =« 2 的长.在欧氏度量中已知圆周长为 t = 
2 ira t a 是半径.我们来求在球面度 t 中圆周的长.首先，求出半径 a 的欧氏度量和 
它在球面度最下的量 p 之间的关系式.我们有 






R 2 > adi 



2 尺 arctan 


(r) ; 


4ttq/? 


2 


= 2ir/?sin 

t \ 


CD 


(参看图 1. 19) .几何上，量 p 表示出圆周上从变点到北极之间连接的径线之长. 

特别，当 M 时，即对于半径很小的圆周来说，得到 （~2 tt P ， 也就是说我们得 
到的公式转变为平面圆周长度的表达式.比较两个公 式:“ 半径为 p 的圆周的‘欧 

氏’长=2叩>”和“半径为 p 的圆周的‘球面’长 =2 ir / f S i n f ”， 我们看到，这两个是 

不 同的; 特别 ，一 个是线性的，而第二个是周期的. 

我们看到，同半径的圆周长的公式，在欧氏度量和球面度量中是不同的.这说 


①通书为 Mnp， 疑为笔误•由译者改作如 
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明了两个度量是不等价的，或通常称为是不等长的.严格地证明它们的不等价性， 
将在以后进行.事实上，凸的球面不可能保持其曲线长而变形到欧氏平面某个区 
域.若回想一下，压扁一块球面成平面，需要怎样的力，与将直圆柱撑开展成平面要 
加怎样的力，两者比较一下，上面这个事实是可以想像的. 



上面所进行的球面上圆周长的计箅也可直接地在球面坐标（心下进行.在 
此坐标下，球面的度最为/? 2 (必 2 + sin 2 糾 〆 ） • 这个度量的定义域可认为是变量为 
0，< p 的欧氏平面上半径为 tt 的 圆盘. 在这个坐标下，很明显，半径为0的圆周长等 
于 27 TAin 外图 1.20). 同时，点0自然地与球的北极相 t 合，而边缘的圆周（半径 
为 W ) —点,这点也与球的南极相重合. 

现在研究计算球面上光滑曲线长的问题.取所谓斜驶线——与球面每一条经线 
交于同样的角《的轨线——作为例子.问题 :求这 曲线从任何点 y ( a ) 到 y (6) 的长. 
我们指岀，这个曲线在航行理论上是很有名的——按照它可方便地开辟足机航线. 

我们要求出斜驶线的方程.在球极射影时，经线转变为平面上过坐标原点的射 
线. 于是斜驶线在平面上是以同一角 a 交于这些射线的曲线.这个结论由球极射 
影保持相交曲线间的角度这个更一般的事实得到.这样的变换称为是共形的.更确 
切地说，我们所指的 是:考 察外围的欧氏度最在球面上所诱导的球面度量，并假设 
两条相交曲线在交点的交角为 a ( r ,, r 2 )( 假定角是定向的（参看图 1. 21 )). 曲线 



图 1.21 
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r. 和7 2 在球极射影下变为某两条曲线％和％，它们之间的夹角在平面欧氏度量 
dl 2 下计算时，用沒 (A 冰） 表示. 

引理1对任何相交曲线 y, 和乂，等式《(义， A) =趴0冰）总 成立. 

证明比较角 a 和月的显式公式,并且利用经球极映射外后在平面 R 2 的极 
坐标下的球面度置的公式就足以证明. 

实际上还成立更一般的结论 • 

引理2设 & U) 和％ U) 是欧氏空间区域 C 中曲线坐标(/，…， /*) 下的两个 
度量，若对每一点 U) 都成 31 a = A<? v ，A=A( z ) 是光滑函数，则在这两个度量 
下计算的相交曲线间的角是一样的. 

证明逐字逐句地重述引理1中的推证即可. 

现在回到斜驶线问题上来.由于引理1，找出它在欧氏平面上的方程即可.保 
持角 a 不变的条件就是 以 a = 常数，其中= V是斜驶线 

+ r (p 

的切向量 .（1,0) 是射线 = 常数）的速度向量.由此， -y -二 (.二 ： = cosa = * 

数，从而 =0cot a ； r-c • '这里 f = 常数.令 p ，有 f = crot ae v <t<u,a ；0 = 1. 
计算曲线的弧长，得到 /(y) I v W ，其中 c'，c ff = 常数，问 题:求 出常数 

VO 

的值. 

习 睡 

1 . 证明.•在 球面 岁上由大圆弧组成的三角形的内角和大于 2 tt . 

2. 在球面上，用三角形（由大圃弧组成）的面积来表示它的内角和. 

3. 证明: 球面上的相似变换的相似系数只可能等于 1. 

4. 证明对 任何黎曼度量 可找到这样的坐标系，使得在此坐标系中在给定的点的黎 曼度量 
的矩阵为单位矩阵. 


1.4 伪球面和 JIo6aHeacKHft 几何 


欧氏空间 R n 中的球面(超球面）可定义为到坐标原点距离为 p 的点的集 
合. 在指标为 s 的伪欧空间 R?， 同样可以考察到某个点距离为 P 的点的集合（但现 
在的数 P 不仅可以为实数，也可以是虚数或零）.这个点的集合称为指标为 s 的伪 
球面，并用表示.我们将以实半径，虚半径和零半径来区分伪球面.零半径的 

伪球面用二阶方程- X(x*) 2 + V (^) 2 =0表示，其中X 1 ，”，〆 是中的笛卡 

儿坐标，在 R n 上我们也制作了伪欧空间 Rr 的模型.很明显，零半径的伪球面与迷 
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向（零）锥面 一致. 

我们考察几个 特例. 设〃 =2 ，s = 1. 在二维平面上迷向锥面由两条直线^ = 
M 2 组成.这个锥面分 R 2 为两部 分:在 其一部分中， >0( 即由不等式1^1 > 
1/1所定义的区域），而另一部分 〈 K 〉，<0( 即由不等式 U 2 I < 1/1所定义的区 
域 ）（ 图 1.22). 实半径的伪球面——这是双 曲线： - U 1 ) 2 十 U 2 ) 2 = 〆 ，其中 q ： 是 
实数.虚半径的伪球面——这是双 曲线： _(/) 2 + U 2 ) 2 = - cr 2 (图 1.23). 


图 1.22 图 1.23 

现在设 a =3,5 = l . 迷向锥面（零半径的伪球面）——这是通常的二阶锥面，其 

方程为 - U 1 ) 2 + U 2 ) 2 + (* 3 ) 2 =0,轴为/轴. 

它也分整个空间为两部分（分为“内部”和“外 
部 ”）（ 图 1.24). 实半径伪球面——这是单叶双 

曲 面：- u 1 ) 2 + U 2 尸+ (* 3 ) 2 = + a 2 . 虚半径伪 
球面——这是双叶双曲 面：- (^) 2 + U 2 ) 2 + 

(. t 3 ) 2 = - a 2 ( 参看图 1.25). 为方便起见，在 R 3 
上制作 < 的模 型:用 表示 R 3 的笛卡儿坐 图 1.24 

标;此时〈篆，= -* 2 +/ +/• 

考察虚半径伪球面，这是双叶双曲面，其方程为 -« 2 = + z 2 . 因为它嵌 
人在 R ! 中，所以可以说“空间 R ! 的几何（度量）诱导出虚半径伪球面上的某种几 
何（度量 ）” •为简单起见，仅限于研究其一叶，例如由不等式 x >0 所确定的 一叶; 



图 1.25 
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图 1.26 


我们称双曲面 t 的通常点为伪球面的几何“ 点”； 而称双曲面与过原点的形如似 + 

by ^ cz ^ O 的平面相交的线为“直线”（图 

|.26).然后，作出类似于球面到平面 h 的 " 

球极射影的变换•把0点（坐标原点）看作 / 

为伪球面 S = 1 - Q ： 2 = - 文 2 + / + Z 2 | 的屮 / (/’ I t \ 

心;具有笛卡儿坐标（ - Q !， o , o ) 的点作为 - \§ I 7 

北极/ V ;具有笛卡儿坐标 ( a ，0,0) 的点作为 ■ / / V ^ / / 

南极 s ; 取过伪賴中4、的平面 raz 作为 ] 

在其上实现射影的平面.顺便提一下，数 M /y 
积〈左，1?>,在平面 raz 上的限制恰好有形 fflI 26 

式 f 2 V + f 、 3 , 就是说，是欧氏数 M 积.现 

在考虑双曲面之右边部分上的变点 P , 并连接 p ，/ v , 即连接点 p 与北极 / v . 那么线 
段^交平面 raz 于一点，用 /( p ) 表示，并称它为点 p 在球极射影 /: g -> R 2 下的 
像. 同样，可利用南极 s 作为射影中心，确 / 

定双曲面的左边部分在同一平面 raz 上 〆 / 

的球极射影•图 I 27表示伪球面与过轴 

所《盖的不是整个 koz 平面，而仅是半径 ； y ^>< \* 0,0) " 

为 Of 的阓盘 y 2 +2 T 2 < a 2 的内部.双曲面左 、'、 

边部分的像覆盖了圆周 y 2 + z 2 = a 2 的外 / \、 \ 

部. 与通常的球面 S 2 不同，伪球面 Sf 在其 

球极射影下，仅覆盖着平面 roz 的一部 fflL27 


AP ) 


a ,0,0) 


Xa.0,0) 


图 1.27 


分，因为阆周/ = a 2 不属于射影的像.北极 yv 变为平面 raz 的无穷远点.现在 

设点/^具有笛卡儿坐标 b ，： r ， z ) ，这里无 >0,并设 （ u 1 ， u 2 ) 是点 /( p > 在平面 raz 上 
的笛卡儿坐标，这里映射/是球极 射影. 我们来计算出球极射影的显式公式. 

引理 1 设/ W ), 那么 

Iw 1 2 -fa 2 2a l u 2a 2 u 2 

_ • 


lul 


I I/I 


I I/I 


其中 lul ^ UV + U 2 ) 2 ;!/ 
证明由图 1.27 可得 


X 


因为- 


+ r +?,所以 


-« 2 =KU ，) 2 + V) 2 )^^ 


从而 
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I II 丨十 a 

丨： a • ~~ ^ 
a - \u\ 

引理得证. 

引理2坐标 W ) (在开圆盘 （ J ) 2 + ( t / 2 ) 2 < a 2 内变化）给出了双曲面右 
边部分上的正则坐标系，即球极射影给出了坐标的正则坐标 ( vy ). 


证明可以认为伪球面右边部分由方程/« 2 +/ 所给出.因而球极射 
影/可以理解为坐标变换 ( y ， z ) — (V ， u 2 ). 剩下的就是找出这个变换的 Jacobi 矩 
阵，并验证它的行列式不为 0. 直接计算，得到 


J(f) =4of 


a 2 + I 


4a 3 


(a 2 -lii / l 2 ) 3 ^(a 2 -li/l 2 ) 


> 0 . 


于是变换的 Jacobi 行列式在圆盘 / 


中的所有点上是正的.引理得证. 


回到通常的球面 S 2 上来.若把球面上通常的点称为“点”，而球面与过中心0 


的平面交线（即赤道）称为“直线”，将在球面上产生怎样的几何？看看这些“点 


和“直线”的集合适合怎样的公理？很明显，经过不是对径的任何两“点”，有一条 
且仅有一条“直线” 通过; 但是,若两“点”是对径的，那么过这两“点”有无穷多条 
“直线” 通过. 此外•对“直线”外一“点”，没有一条通过这“点”而与原来的“直线” 


不相交的“直线"，就是说，在球面上的这样的几何中，不存在“平行的直线（不相交 


直线 ）". 


可对这种方法作一些 改进. 例如，把球面炉上的对径点对(/>， - P ) 称作新几 
何的“点” •于是经过任何一对“点”仅有一条“直线”通过（假定这一对“点"不重 
合）•这个性质已经类似于欧氏几何的相应的性质 • 容易检验，在得到的几何中，除 
所谓的“第五公设外”所有古典的欧氏公理都满足.这就是说，仍然是过“直线”外 
一 “点”.没有一条“直线"平行于给定的“直线”，即任何两条“直线”都相交于一 
“点”，或两条直线重合.这个几何有时称为禰圆几何. 


上.面所述把点 P 与- 尸重合 的运算，与按照关于0点作对称映射而将球面分 
为等价类的运算是等 价的. 因为每二对点 （ P , - P ) 在三维空间（在那里嵌人球面） 
确定一条且仅确定一条直线，所以可以把椭圆几何的每一条“直线”，即赤道，与垂 
直于它并经过点0的直线相对应 • 于是椭圆几何是二维实射影空间的模型. 

现在我们回到伪欧几何及其在虚半径伪球面上诱导出的几何 上来. 考虑球极 
射影/: ^ S ^| r 2 + r 2 < a 2 | =/) 2 •用表示双曲面的右面部分，双曲面的点变为 
半径为 a 的二维 圆盘/ > 2 的 内点. 在双曲面上，我们几何中的“直线”，即它与通过 
伪球面中心的平面的交线（类似于球面上的赤道）在圆 Z ) 2 上变为怎样的曲线？ 

引理3 + S ? 与形如似 + 的平面的每一条交线，在映射/下变为与 

圆周/ +/ 交于直角的圆弧（图 1.28). 

证明由引理1，在平面方程 ax ^by ^ cz =0 中代入作为变量 a 1 , u 2 的函数的 
的显式表示式就足 够了. 例如假设于是方程 
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In I 2 + a 2 2ba u 2ca u 2 ^ 

fid ~^ - r + ~; - r + ― i - r =(J f 

a" - In I ' a - \u\ a - III I 

在初等代数变换后，化为形式 

卜 , + 竽) 2 +卜 2 + ，) 2 =*( A 2 + cr 2 -« 2 )， 

就足说，它确定了中心点在 f 半径为 = r 的圆，此圆与 

\ a a) a 

N y 2 + z 2 = « 2 在点4和尺交成良角 （h 29 ) ， M 然，在交点的交角等于 f • 引理得 
证. 



图丨 .28 图 1.29 

于是， W 中在虚半径伪球面上诱导的儿何与发生在欧氏平面 R 2 上半径为 a 
的 IMI 内的儿何相符合，若取这个圆内通常的点作为这个几何的“点”，而取与边界 
N 交成直角的的 I 弧作为这个几何的“直线”.特別地，圆的所有直径都是“直线”，因 
为它可以看作为半径为无穷大的圆弧.这种几何称为双曲几何或 ^ 06aHeBCKHH 
( Lohachev . skii ) 几何，而它在欧氏平面上半径为 a 的岡内的模型称为 ^ o 6 aMeBCKHft 
几何的 Poincare 模型. 》 

在 Poincare 模型上，容易验证除第五公设外的所有的欧几里得公理（公设）， 
并确信它们的正 确性. 在图1 • 30中可以看出，过“直线”外 
的任意点，可以引无穷多条“直线”平行于给定“直线”，即 
与它不相交.若参数《趋于无穷时，那么在 Poincare 模型 
h ,/ Io 6 aHeBCKMA 几何对任何有限区域来讲将“趋于”欧氏 
儿何，因为圆弧开始张直并变为欧氏直线. Poincare 模型的 
边界—— 圆周 / +z 2 =a 2 称为绝对形，在绝对形上配置的 
是 / Io 6 aHeBCKM ^ f •面的无穷远点.有时，为简单起见，在研 
究 / Io 6 aHeBCKHft 平面时，假设 a = 1. 

注也能考察发生在 R ! 中的实半径伪球曲上（即在单叶双曲曲上）的 儿何. 
证明这种几何与 / Io 6 aHeBCKHft 几何完全一 样. 

我们计算由外围的不定度量在虚半径伪球面上诱导的黎曼度 M . 做法类似于 
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正常球面，在空间 R ) 中引进类似的球面坐标，在平面中引进极坐标 ( r #) ， 这 
里 P 是与： r 轴的夹角.此外再引进参数 V 并作变换 ； y = ash ^cos < p ； 

z = ash 0 'sin (p；x = ach S' , 在这个“伪球面”坐标系中，伪球面的方程很明显地可写 

为 = 常数. 

我们在 Poincare 模型上的坐标下,计算伪球面上的黎曼 度量. 利用球极 
射影的公式并代人到 W 中弧长微分的平方表示式中，得到（验算！） 

- (dx(u l ， u 2 ) ) 2 + (dy( u 9 u 2 ) ) 2 + (dz(u 9 u 2 ) ) 2 
4 a 4 [(也 i ) 2 +( 也 2 ) 2 ] 

= [a 2 -(u*) 2 -(u 2 ) 2 ] 2 * 

因而， Poincart 模型上，在极坐标下（假设 a = 1) 这个度量写为 & = 
O 从这个表示法可看到，所得到的度量是共形的.就是说，它比欧氏度 

( 1 -r ) 

W 多一个可变的因子 A ( r ) =4(1 - r 2 )- 2 . 现在在伪球面坐标下，重新写岀这个度 
量.为此，按照公式 r = C thf ， p =< p 作变换，把 （ r ， p ) 变为新的参数直接计 

算得到（验算！ ） ：山 2 =女 2 + sh 2 ^ 2 . 这个度量形式完全类似于球面在坐标 （ 6 
卜的表示法，而仅仅是通常的三角函数在这里换成为双曲函数. 

我们来找出参数; T 的几何意义•例如，考察平面於沒，在此平面上产生诱导的 
伪欧度董山 2 = - dx 2 + dz 2 . 伪球面与此平面交于双曲线，它在伪球面坐标下为 U 
=1) : x ^ ch 6 \z = '(图 1. 31 )• 取角的欧氏值作为参数火图 1. 32) ;于是很 
明显, t a r ^ = thf . 我们来求在伪欧度最中双曲线从0到 f 线段 的长. 得到 



m 131 图 1.32 


于是 V 与伪球面上从南极 S 到变点 P 的“经线”长相同，就是说，这个参数完全类 
似于球面上的参数狄 

现在我们考察伪球面的球极射影.为简单起见，仍然仅考察平面 xoz ， 因为在 
平面 XOZ 绕 0 X 轴旋转时，所有的计算都保持 不变. 因为 Z = ^4,那么得到 Z = 

a -r 
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2r 


2r 


( 因为在平面 XOZ 上， li 2 = r). 因为 z = sh f sin ^ = sh 沒' f 因妒=矛> ， 那么 
=sh 《，由此 r = C th^y W 此就证明了| =軋于是我们得到 Poincai* 6 模型上 


的黎曼度嫩4 


(1- r 2 ) 2 . 


我们指出，即使外围的度最是伪欧的，而这个度量却是正 定的. 于是，在伪球面 
上诱导岀正定度 M 的情况也可以由直观的几何设想中看出.为简单起见，我们考虑 
平面价从对伪球面的截线，并设 f 是双曲线在点 P 的速度向燉，我们希望证实其 
伪欧长是实的.这可由图 1. 33推得，从图中看出，向蟥 f 位于光锥（顶点在 P 点） 
的外面 • 

上面我们所得到的黎曼度#称为 2i 
/Io6aH eB CK M A 度墩（可以在欧氏单位圆上研究它）. ^ 

前面我们已经知道了给定在单位圆上的另外的度 — 

W: 欧氏度歎和球囱度看.巳址明了它们度最是不- ( 

等价的. 现在我们证明 ^o6aHeBCKH« 度燉也不等价 V 

于前面两个度量中的任何一个.为此，我们使用上 

面用过的方法:求出 7Io6aHeBCKHft 平面上圆周的长 

并且将它表示为半径的函数（在 Zlo6aHeBCKHft 度量 图 1.33 

中计算）.设圆周的中心为0,并且它的欧氏半径等 


于《，我们在 /Io6aHeBCKM<i 度 tt 中求它 的长. 按曲线长的定义，得到; r =2 f = 


,BPa=th 圆周长 /=2 



4ira 


= 27rsh ，若;^充分小，那么可近 


似地认为/~2哎,即得到在欧氏度 M 下圆周长的公式.我们用（关于坐标变换）不 
变 t 的术语，即同样用 ^o6aHeBCKHH 度暈 r 计算的用半径表示圆周的长，那么上面 
所导出的圆周长的公式关于坐标变换是不变的，因此 /Io6a4 eB aaift 度量与前面两 
个度 M 中任何一个都不等价.在图 1.34 中，导出了球面度 tt 和伪球面度 tt 的对照 
表. 

我们还要指出上面列举的度 M 的两个有用的表示形式——所谓“复数形式表 

示法' 

我们在欧氏平面上引进“复数坐标” x + 以.取 x - 沙作为 i. 把 （ty) 
u，i) 看作为某种形式的变量变换.这时 Jacobi 行列式 y=2i#0, 所以变换是正则 
的.因为心=办 + idy 9 dz = dx- i 办，所以在这新的坐标下欧氏度量具有形 式:山 2 = 
dx 2 ^-dy 2 =(dx -¥\dy) • (dx - idy) =dzdz . 于是球面度量具有形式 

, 2 _ dx 2 -f dy 2 _ dzdz 

= (lh 2 ” 2 ) 2= (l + lzl 2 ) 2 , H ， 
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其中 Id 2 = 2 ： • z = x 2 + y 2 = r 2 . 完全类似地得到 7 Io 6 aHeBCKM * 度量的复数形式:心 2 = 

dzdz 


(1 -bi 2 ) 2 * 





对于 ^ o 6 aMe B CKHft 度最还存在一个在上半平面有效的表示形式.我们再考察 
具有复数坐标 w 的一个平面.在这个平面上用不等式 lm («;)>0 分划出上半平面, 

这里 u ; = u ^ \ v,v = \ m ( w ). 考察由公式 z = S ( a ， b ， c ， d 是复数，且满足 

cw 

心#0)给出的映射 R 2 ( u ;)— R 2 U ). 这样的映射称为线性分式映射.注意，若 
则这个映射把整个平面 R 2 («;) 变为一点（验证!） • 

我们的目的是找这样的映射它把整个的上半平面变到平面 2 上单 

cw + d 

位圆 Izl <1的内部.同时，实直线 \ m ( w ) =0应当变为边界圆周 Izl =1. 已知非退 
化的线性分式映射（即 W - bc ^ O ) 由平面 u ； 上不共线的任何三点 W ^ W 2 i W y 的像 
唯一地确定.这里我们不证明这个一般的结论.于是，我们找出这样的映射2 = 

使 0— l ， i —0，1— i (参看图 1.35) .解所得到的关于的方程组得到 

cu; +o 

Z = 验算！）.于是得到一个把上半平面变到单位圆内的线性分式变换（这样 

1 - 1M ； 

的变换有许多 ！）. 
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图 1-35 

变换 Z = 是正则的.事实上，把变换 Z = 表示为 z = 只要 

1 - 1 U ； 1 - iw \w -1 

证明变换 Z 1是正则坐标变换时就够了，因为所求的变换是 Z =1平移一个常向 

W ^ ^ W 

lit , 旋转和伸长的复合变换.把映射 z = i 表示为实的形式，得到 a = = 

tv u + 1 ； 

由此 ， y = u 2 + t ； 2 ) 2 . 结论已证得. 

U + V 


进一步，我们求得必 


2idw 
( 1 - iw) 

du 2 + dv 


. 在表示式 A 


dzdz 

( i - ki 2 ) 


中进行相应的变 


. 由此再一次看出，实轴的点 （ Poincart 绝对形 


换，得到以 = - - Adw %i = du \ dv . 由此再一次看岀，实轴的点 （ Poincart 绝对形 

(u ； -II；) V 

的像）是 / lo 6 a He B CKHft 平面上的 X 穷 远点. 事实上，若我们想计算轴仏上从点 i 到 
点0线段的长，那么得到 


— Ini ; 


^rln(O) 


我们来说明， Zlo 6 aHeBCKHA “直线 "（在 Poincar ^ 模型中）在到上半平面的映射 


下变为怎样的曲线？首先解答关于椭圆儿何的类似的问题.提醒一下，我们把球面 
S 2 t 所有可能的大圆看作为这个几何的“直线”.考察 S 2 到平面 R 2 的球极射影， 


找出大圆的像. 

引理4大圆在球极射影下或者变为平 
面上的岡周，或者变为直线，而且当且仅当大 
圆经过球面的北极时才变为直线. 

证明首先，我们在笛卡儿坐标下表示 
出球极射影.设是球面上点 P 的坐标， 
而/， 〆 是它在平面上的像的坐标.于是 Itl 图 

1.36 得到关 系式: / = = r 2 一.在半径 

1-2 I -Z 



图 1.36 
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为1的球面上圆周表示为两个方程：1似+妙+ « = + r 2 + z 2 = i |. 直接计算, 

得到 

这个二阶方程在平面上所确定的或是直线，或是 圆周. 引理证毕. 

对 / Io 6 aHeBCKHA 平面也有类似的 结论. 

引理5非退化的平面到自身的线性分式变换 z = 将直线和圆周仍变 

cm; + a 

为直线和圆周，而且直线可能变为圆周，圆周也可能变为直线. 

证明若 C =0, 那么结论是明显的，因为变换 z = ju ; + j 乃是乘以一个复数 

和沿一个向量的平移.设于是 2 i 即只要对线性分式变换 z = 

c c( cu; + a) 

i 证明引理的结论即可.我们考察平面 Z 上任意 的圆周 ，并写出它的方程 Iz - z 。 I 2 

w 

= s\W(z-z 0 )(z-z 0 ) =/. 作变换得到（变换后仍将写成 Z ——译注）， 

即 zz(£ 2 - z 0 z 0 ) ^z 0 z ^z 0 z - 1 =0. 很明显，这方程依赖于参数 ff f z 0 的选取，确定的 
或是圆周，或是直线.引理得证. 

推论1考察把上半平面变为单位圆的映射 z = 在此坐标变换下， 

Poincai ^ 模型的“直线”，即垂直于绝对形的圆弧，或变为 + 平面上垂直于 
实轴 u 的直线，或变为垂直于实轴的半圆周（参看图 1. 37). 



图 1.37 




证明可以认为映射 z = 



平面上处处有定义.由引理5,这个映射把 
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直线或变为直线，或变为 岡周. 因为变换2 = [^有逆变换于是， 

I -IW 1(2 ： + 1 ) 

模型的“直线”或变为 u ; 平面上的直线，或变为 w 平面上的圆周.剩下的就 
是要证明它们应当垂直于实轴（在与实轴相交的点 上）. 这将由下面的引理6得 

到. 二. •.（ 

引理6任何映射 u ； 平面到 z 平面的非退化的线件分式变换 z 使相 

cw + d 

交的光滑曲线在相交点的交角保持不变 • 

证明在新坐标〃下，计算出欧氏度量^，就足以 证明. 直接计算指 
出 

/ J— 、 — a (dw)(cw +d) -c(dw)(au ， +b) ad-be , t 

(必卜 ( 丄]^ — - =； - 

(cw ^d) (cw +rf) 


m ^)( dz ) = J f ^77 jr (^)(^) - 于是我们的映射是共形的，即它为欧氏度最乘 

以一个正的因子,并且如前面已证明的，它保持光滑曲线间的交角•引理证毕 • 

这样也完全证明了推论 1. 

注意， / IodaneBCKHft 平面上不同的两个任意点，那么在 ； Io 6 aHeBCKMft 平面中它 
们总可以用唯一的“直线”连接•在图 1.38 中表明了这条“直线”的 作法. 当两点所 
在的直线垂直于实轴时, / Io 6 aHe B ciaiA 平面的“直线”与这条直线 重合. 我们求出从 




点弋到尸 2 的“直线”段长的公式（例如，在上半平面实现的；1 0 63卿0< 油度量 
卜 ） •利用水平的平移（它保持 / Io 6 aHeBCKHft 度量= ( 心 2 +办 2 )/ y 2 ) ，可以认为 
过点弋和户 2 的“直线”的圆的中心位于0 点. “直线”的方程为 r = 这里 （ r ， p ) 

是极坐标•设点 P , 和 P 2 相应地由坐标和 （ r 。，^) 给出. 那么从点弋到 
的弧长为（验算！） ： 



①式中加括号的 “（ 如 r 表示微分一译注. 
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拓扑学是数学的一个分支，它研究儿何对象在“形变”或类似于形变的变换下 
不变的性质. 

最初的拓扑问题发生在数学分析中，在那里遇到按其性质和研究方法来说是 
相同的许多概念.例如，收敛和极限的概念在数学分析中常以下列形式出现 ： （ 1 ) 
序列 的极限, （ 2) —元函数的各种类型的极限， （3) 多元函数的极限， （ 4) 向量值 
阐数的极限 ， （ 5) 积分和的收敛性.所有这些极限和收敛的概念，是以共同的研究 
手段为基础的，直观上我们把这些方法理解为某个集合中的点的相互接近性. 

不同类型的连续性概念是把收敛性概念与它们紧密地联系起来的，这是发展 
拓扑的另一个重要起因. 

一般拓扑恰恰是研究几何的空间和它们的变换的最一般的性质的，在这里的 
变换正是与收敛性和连续性相联系的. 

2.1 度量空间和拓扑空间的定义及最简单性质 


2.1 A 度置空间 

我们考察任意抽象的集合尼一对元素; r ,； nY 的非负数值函数 〆 ^：^，满足 
F 列条件时就称为集合 X 的度量： 

1°当且仅当时， P u ， y )=0( 恒等公理 h 

2° p ( x ， y ) = p ( y ，: t ) (对称公理）； 

3°对任何三个元素 ly ，;: eX ， 总成立 
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p { x , y ) ^ p ( x 7 z ) + pU ， y >( 三角不等式). 

集合 X 与定义在 X 上的某个度量 p —起称为度量空间，集合1的元素称为 
点.对一对点 e X 上的度董值 pU ， y ) 称为点文和 y 之间的距离 • 

实数集合 R 1 是度量空间的例子，其度董由等式 y ) = k - yl 给出.类似 

地，〃维向量空间 R "， 具有度量 〆 . r ， y > = •也是度量空 

间. 

如果 x 是具有度量 p 的度最空间，而 y 是; T 的某个子集，那么借助于同一个 
度 Mp 在子集合^上的限制，集合 F 也成为度量空间.度量空间^称为度 量空间 1 
的子空间. 

对 xei ， 满足 〆 *， y ) <£• 的所有点 ye X 的集合 R (太）称为中心在 x e X ,半 

径为 f 的球邻域. 

当太跑遍集合 y , ，而 y 跑遍集合时，数 pU ， y ) 的下确界称为两个集合 y , , 
之间的距离，记为 p ( y ,， y 2 ) •若和6具有公共点，那么 P ( r ,， y 2 ) = o . 
对集合 yet 满足 P u ， y ) 的所有点 xex 的集合化（ F ) 称为半径为 s 的 

集合 k 的球邻域. 

使 〆 *，}^) = o ( rc ； o 的每一个点： e 尤都称为集合 y 的接触点._ 

集合 y 的所有接触点的集合称为集# k 的闭包 i 集合 y 的闭包用^表示 • 

度量空间的子集 yc 夂若它的闭包 P 与 y 相同，歹= k , 则称 y 是闭集. 
x 的子集 y , 若 r 的补（余集 ） x \ y 是闭集，则称 y 是开集. 

设； v 是度量空间 .则: 任何一族开集的并是 开集; 有限多个开集的交是 开集； 
任何一族闭集的交与有限个闭集的并是闭集. 

在前面的论证中,我们还未用到通常称为三角形不等式的度量性质 3°. 我们 
还要表述建立在三角形不等式基础上的度最空间的几个结论. 

1°球邻域 0,( 幻是 开集； 

2。任何集 y 的内部 im y 是开集 ； 

3°任何集 y 的闭 包歹是闭集. 

在度量空间的许多论证中，仅用到上面所叙述的性质.所以，可以扩大空间的 
种类，对这些空间,凡涉及到开集，闭集，内点和接触点都有意义. 

2.1，2拓扑空间 

集合 X 中，若引入一族称为开集的子集，而且满足下面的 条件： 

1°集合 X 与空集都是 开集； 

2°任何一族开集的并与有限个幵集的交都是开集， 

我们就说在集合 I 上给出了拓扑. 

集合1和在它上面给出的拓扑称为拓扑空间，集合 Z 的元素称为空 间义的 
点. 开集的补(余集）称为闭集.显然，在任何拓扑空间 X 中，成立闭集的对偶 性质： 
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( rr 集合 x 与空集是闭集 • 

(2° v 任何一族闭集的交与有限个闭集的并都是闭集. 

度量空间 I 上的一族开集给出了 X 上某个拓扑，即把 I 变为拓扑 空间. 

在拓扑空间中，再现了度量空间的很多概念.我们称任何含有点 X 的开集为拓 
扑空间 X 中点 X 的邻域.包含子集 > 的幵集称为集合 K 的邻域. 若点 X 的每一个邻 
域与集合 KCJ 都有非空的交 i 则称 I 是集合 y 的接触点.集合 y 的所有接触点的 
集合称为集合 的闭包，并用 p 表示.点 : T e y 与它的某个邻域都在 y 中，则称: r 是 
集合 y 的内点.集合 F 的所有内点的集合称为集合 F 的内部，并用 y 表示. 

集合是闭集（即为开集的 #( 余集 ）） 的^^条件是 r = P . 

拓扑空间 x 的任何集 y 的闭包 k 是闭集，即 

例 1考察由一个元素 X 组成的集合兄在 AT 上可以引人唯一的拓扑结构，它 
的幵集是集合和空集. 

例2考察由两个元素组成的集合尤在这个集合上甚至能引进几个不 
同的拓扑 结构. 第一个拓扑结构由所有的子集的集合 I 0 ， Ul , ly |^ i 作为开集 
给出. 第二个拓扑结构由开集族 i 0,幻给出. 最后 ，还可以给出第三个拓扑结构， 
取 I 0， UI ，幻作为它的开 集族. 这是在同一个集合 j 上列举的完全不同的拓扑 
结构，它给出了三个不同的拓扑空间. 

例3设 X 是任何集合•在 X 上引人拓扑结构，取它的任何子集作为开集.那 
么任何单个点的子集都是开集，也就是说，作为它自己的点的并的任一子集也是幵 
集.这样的拓扑称为离散拓扑. 

设 x 是拓扑空间, ycx 是它的子集.那么，在 r 上也能作出拓扑结构，方法是 
取所有的集合 Fni / 为开集，其中是 I 中的开集.此时，拓扑空间 y 称为拓扑空 
间 x 的子空间，而 y 中的拓扑结构称为诱导拓扑.若 x 是度量空间，而 y 是它的子 
空间，那么 y 的拓扑结构的给出与下面的做法次序无 关:度 量先在 f 上作限制，再 
转化为拓扑，或先转化为拓扑,再诱导_出^上的拓扑. 

设 f 是拓扑空间 x 中的子集. 若1 =则称 f 为 稠密集（处处稠密). 

定理1若 y ,， y 2 是空间 I 的两个稠密的开集,那么它们的交 y = y , n r 2 是幵 
集并 且在尤 中是稠密的. 

证明设 xei 是任意点， r 是它的邻域.因为集合\是稠密的，所以 
unY ^ 0 , 即存在点 y e (/n JV 因为 nK 是开集，而 y 2 是稠密集，所以 t/n 
n k 2 # 0 ,即 d/n 0 ，这就是说 f 是 J 中 的稠密集. 定理 证毕. 

2.1.3 连《映射 


拓扑空间的概念可以如此方便地建立，使得连续映射的定义可从数学分析屮 
逐字逐句地转移过来. 

定义 l(Cauchy) y 为拓扑空间的映射,若对点/(%) e y 的任何邻域 
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V ( f ( % )) ， 存在点％ e I 的这样的邻域 r (% ) 使 /( 叭 x 。 ））C K (/( % )) , 则称/在 
点〜连续.若映射/在空间尤的每一点都连续，则称/为连缠映射. 

定理 2映射/:尤― F 连续的充分必要条件是满足下面两个等价条件 之一： 

1°任何开集的原像是幵集. 

2" 任何闭集的原像是闭集. 

证明因为对原像来说，关系式广 UV 1) 〜 YV ^ M ) 成立，所以条件1。和2。 
等价. 设/是连续映射 ， KC F 是幵集.我们证明它的原像厂 1 ( V 0 是开集.假定 x e 
/^(1)，则/(幻£^,即 K 是点 / U ) 的邻域.于是按照连续映射/的定义，存在这样 
的点 x 的邻域 ", 使 /⑻ c mp vaf ' m ，这就是说集合 ru lo 是开集. 

反过来，假设条件1°是满足的•若 y 3/(%)是点/(%)的邻域，则 = 

/-'(^) 是点％的邻域，而且/( ㈧ ^/( r l ( v )) ^ vcv . 于是/是连续映射.定 

理证毕 • 

定理2的条件1 °和2°在验证拓扑空间的连续映射时是方便的.例如:若 
y 和 A y — Z 是拓扑空间的连续映射，则复合映射 gf : X — Z 也是连续的. 

设拓扑空 间义表 示为自己的两个闭子集的并 i = f 是拓扑空间 

I 到拓扑空间 y 的映 射. 映射/连续的充要条件是/在子集 G 和 f 2 上的限制 
/|厂 |: 厂-^/|尸 2: 尽一 ^是连续的. 

我们考察拓扑空间 x 到拓扑空间 r 的连续映射若/是双方单值的， 
而逆映射/<也是连续的,则映射/称为同胚.同时，拓扑空间1和 y 称为同胚的拓 
扑 空间. 在同胚下，不仅建立了拓扑空间 I 和 r 的点之间的双方单值的对应，而且 
建立了拓扑结构本身之间一对一的对应.就是说，建立了开集族之间的对应和建立 
了闭集族之间的对应. 

例4连续函数，即拓扑空间尤到实数空间 f 的连续映射，是连续映射的重 
要的特殊情形 •/ 是连续函数的条件可以用如下的方式叙 述:对 任何点 X 。 ei 和任 
何右>0,存在点 *。 的邻域 t /， 使得当: Ke " 时,不等式 l / u 。） -f(y)\ 成立.对 
拓扑空间上的函数，可以定义连续函数序列的均勻极限. 

如果对任意 s >0, 存在自然数/ V ，使得对 n >/ V , 对所有的 xeJ ， 不等式1/„(幻 
- Ax)\<s 成立,则函数/称为连续函数序列 I / J 的均勻极限. 

像一元实变函数的情形一样，下面的结论是正 确的： 

若 / slini / i ，并且在拓扑空间尤上的连续函數序列|/„|收致于/是均匀的，则 

a—toe 

函数/也是连续的. 

例 s 设 / j — y 是度量空间的连续映射, p ,， 巧分别为空间 u 上的度量.那 
么映射/连续性的条件可用下面方式 叙述: 对任何 ％ eX 和 s >0, 存在这样的 5 > 
0,从不等式/>，(无,尤 0 ) <5可得到不等式 p 2 (/( 太）/(%)) <0. 

把数列收敛性概念推广到度量空间也是有 效的. 若 Iim P (%，： r n ) =0,则说点列 
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UJ 收敛 干点 X n ，〜空间和映射的许多性质可用度量空间的收敛序列的 

/A—#0D 

语省来叙述.举例说，若对任何收敛点列 CF , 其极限％ = lim ^ 也属于 集合广 

/I— 

则集合 YCX 是 闭集.还有， 度歡空 间映射的连续性条件 Heine 叙 述为： 
定义2 ( Heine ) 若由 等式： = lim \ 可得到等式 lim/(^J =/( % ) 时，则称映 

n 一 9 D /? 一 

射/在点％连续. 

例6考察两个拓扑空间 I 和 I 构造新的拓扑空间 A ' x K 集合 A x K 是所有 
形为 U , y ) 的配对的集合，其中 mI，：k e K , 称 XxY 为集合 I 和 y 的笛卡儿乘积. 

现在来定义 Axy 中的拓扑.若 L / cixy 表示为并【/ = y (匕 xWJ , 其中 l^C 

V ,吣 cy 是开集，则称集合 " 为幵集.验证幵集的性质是 i 易的.集合 .Y x y 和上 
面所定义的拓扑结构一起称为拓扑空间 I 和 k 的笛卡儿乘积.同时，拓扑空间 x 
和 K 称为笛卡儿乘积 AT xF 的因子. 

设和心是拓扑空间.对任何两个 映射: /,: Z — 夂和/ 2: /—义 2 ,映射尸： 
x 弋， f ’ U ) =(/, ⑺ / 2 U )) 是连续的充要条件是/和/ 2 是连 续的. 

例7设尤和 y 是度量空间，则笛_儿乘积％ x y 容有与笛卡儿乘积的拓扑相 
—致的度量 • 设/>, ， p 2 分别是空间 x 和 y 的度量.在笛卡儿乘积 xxy 上定义度贵 
p ， 

p (( x ]9 y f ) Ax 2 . y 2 )) =max , x 2 ) , p l ( y l , y 2 ) |. (2. 1) 

另外的在笛卡儿乘积上给 出度铋 的方法，是将笛卡儿乘积的因子 X 与 K 与平 
面坐标轴进行 类比. 度量按照下面公式给出 

p ’( ( x } ， r , ),(*2 fjz )) = ^2 ) 5 + P2 ( ri，/2 )' (2. 2) 

力广证明度量 (2. 2) 给出的拓扑与度量 (2 .丨） 给出的拓扑一致，只要找到两个常数 
C , >0和 C 2 >0,使 

c , p ( («| f r , ) f ( x 2f y 2 )) ^ P f (( x lf y , ),(*2 * 72 )) 

^^ 2 /)( ( x } , y y ) Ax 2 , y 2 )) 

成立就可以了， 

2.1.4 商拓扑 

设 x 为拓扑空间， y 为某个集合 j ： x ^ y 为 x 到 r 上的映射.若/满足 :对 y 的 
子集仏当 a 仅当 / 作为久 的子空间是开集时， f / 为 y 的开集.则映射/给出 

了集合 f 上的商拓扑. 

例8设丨是闭区间 [0,2 tt ]， y 是单位圆周 x 2 +/= l . 定义映射 /: 尤— y /( f ) 

= ( ^08 f,sin t ). 此时，由 R 2 诱导的圆周上的拓扑与由映射/给出的商拓扑一致. 

例9 设 R 是拓扑空间; r 上的等价关系， AT //? 是所有等价类的集合，并且/: 
. Y / ft 是将 I 中每一点对应于它的等价类的自然映射.那么，在 I //?上就引入 r 
由此映射给出的商拓扑.这样的拓扑空间 X //?称为空间 AT 按照模/?的商空间•例 


、 „ 
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如，设 X = R 是实直线,/?是等价关系： ' ymocW (当且仅当 XI 是整数 ）” 此时 
商空间与圆周同胚. 

例 10 设 AT 是平面 R 2 上的正方形 ABCD . 那么， J 是具有由 R 2 诱导的拓扑的 

拓扑空间.我们引人下面等价关系弋： 

尽——线段 M 和 DC 上与平行于的直线的交点视为同 一点； 

R 2 ——线段 /4 S 和 CZ ) 上，与过正方形中心的直线的交点视为同 一点； 

R , —— 线段 AS 和 DC 上的点按关系/?,视为同一点，而线段 SC 和上与平 
行于的直线的交点视为同 一点； 

/?4——线段和 CO 上的点按 关系& 视为同一点,而线段 5 C 和 4 D 上与平 
行于 4 S 的直线的交点视为同 一点； 

«5——线段从和 CZ ) 上的点按关系&视为同一点，而 fic 和 ZM 上与交于正 
方形中心的同一直线的交点视为同一点. 

那么 J /尽 是环，1/尺 2 是 M 5 bius 带，义//? 3 是二维环面，1/凡是 Klein 瓶， 
尤//? 5 是射影平面 • 

习 题 

1. 举出有限集合上的度童的例子.要求此度董不是从它在欧氏空间的任何嵌人中诱导出 

来的. 

2. 证明：直线上的有限-是闭集. 

3. 证明 : pU , r ) = 〆 *,〒)• 

4 . 证明 ：函数 / u )= p (*, y ) 对任何子集 y 是连续的. 

5. 证明.•有限集合上的任何度量在它上面诱导出离散拓扑. 

6. 证明： 区间、半区间、实直线上的线段两两不同胚. 

7. 证明: 在度量空间义的笛卡儿平方上，度量 ^ u ,； k ) 是连续函数. 

8. 证明 :集合 X 表示为两个闭集之差的充要条件为 （ lu ) 是闭集. 

9. 证明: 在连续映射下，稠密子集的像在像集中是稠密的. 

2.2 连通性分离公理 


2.2.1 连通性 

考察拓扑空间尤中两点 tye 夂和单位区间的连续映射 y : [0, l ]-> l , 其中 
7 (0) = x , y ( l ) - y . 那么，称 y 是连接点 x 和 y 的 曲线. 如果拓扑空间 X 中的任何 
两点都可用曲线连接，则称拓扑空间 A 是道路连通的.这时,空间不能分为两个非 
空的既开又闭不相交的集合的并.这个事实可由单位区间就具有这个性质得到，事 
实上，如果区间 [ a ， A ] 是两个非空既开又闭不相交集的并，即 

[ a , 6】 =/1 UB . 
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不失一般性，假设 ae / l . 那么由于4是开集，存在这样的 f >0, 使半开区间 
[ a , a + e ) C 4 •对满足 e ) CA 的所有 右 ，取占 0 = supUl • 那么对任何 e < e 0 , 
有 [ a，a + f + (占。 - e )/ 2 ] C /4, 即 a ^ s ^ A . 由于 >4是闭集，于是 a + AeA .因为4 
同时为开集，因此 A 与某一邻域包含于4中.对 A 来说，唯一的可能性仅是等式 
ci + q =6 成立.否则心就不等于 su P M . 于是，=/!，即5 = 0，这与假设矛 

盾. 

一般，拓扑空间 夂如 果不能分解为两个非空既开又闭的子集时，则称％是连 
通的. 

定理1设 ; r = U I 。，每一个总是连通的，并且交集 n AT a 不空，则空间义是 

D O 

连通的. 

证明假定相反的情况成立，即 x =4 UBMns = 0，集合>4 和是非空开 
集，那么有总= ( 夂 n / i ) u (总，这里总 rM 和夂 n 丑在^中是开集.但因 
集合总是连通的，所以或者 X a nA ^ 0，或者 X a DB ^ 0 . 就是说每一个集合 A’ a 
或者整个在4中，或者整个在 B 中.其次，因为集合4和 B 不是空集，于是有点 a e 
A . bsff.^aE 那么有& Cl 设6 e \ ， 那么有心 C 5. 就有夂 nj a , =0, 

这与定理的条件相矛盾.定理证毕. 

定理 2 在连续映射下，连通空间的像是连通的. 

证明设是连续映射.所以，若 y 不是连通空间，则 y ^ aub , 
4门5 = 0，七 fi 是开集且不是空集.于是1=广（10 =/- , (4) U 广（ 5 )，集合 
f [ { A ) J -\ B ) 是非空开集，而且是不相交的.定理证毕 • 

例1由定理2得到，所有定义在实直线的闭区间 [ dj ] 上的连续实函数 
y = /( 幻，可以取到中间的值.若某个中间的值 y 。 不被函数/取到，那么像集 
/( U ，6]) 就分为两个非空开集的并,一个集合中的点小于 y 。， 而另一个集合中的 
点大于九，这与定理2相矛盾 • 

存在连通拓扑空间，但不是道路连通的例子， 

例2设尤是函数 y =/(：0 = S in ( lA ) 图形的闭包，它是二维欧氏空间 R 2 中 
的集合 ( 图 2. 1 ). R 2 的度量取经典的度量，即在 R 2 中连接点对的线段的长度.那 
么，集合 X 由函数 : K = sin ( lA ) 的图形和铅 
垂线段厂 3 = l (%, r )：^=0, -1 ^.矣 1 | 的 
并组成.函数/的图形分成两个子集，每一 
个子集都同胚于一个区间:厂,= l (^, y)：o 

<x<« ,r - f ( x ) I ,r 2 - I ( x , y ) : - 00 <X 
< o ， r =/(-^) i . 所以，若义 =4 u 权 ,/ m « = 

0， W 是非空开集，那么子集 

中每一个都全部在中，或全部在 s 中•设 图 2 . 1 
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ACR 容易证明尸 3 的任何邻域既与厂，相交，也与厂 2 相交，就是说, 
厂, CBS . CB . 即4 = 0,这与假设矛盾.于是， i 是连通空间 • 

现在证明， A ’ 不是道路连通的.考察1中两点： P 二（- 1/ t 7,0) 和 （) = (1/ H ， 
0〉.假设存在连续映射/:[0，1]-^/(0) = P ,/(1) =(?. 映射/由两个连续的数值 
函数给出；/0) = U (0,： K 0)， 在 时 , y ( e ) = sin ( lAO )). 因为 x (0) = 

-1/77,所以对满足=0的那些/的下确界~严格地大于0，/ 0 >0. 于是，在区 
间 [0,0 上满足 条件 : *(o < o , r (0 = s in ( iA ⑴）.因 I ⑴是连续函数，并且存在 
序歹 1 J 心以这里=0,那么 ar (£ 0 ) = lim . t (0 =0. 但此时当 t —-0 时, 

函数 s in ( lA (0) 的极限不存在，因而，函数 yO ) 不是连续的.于是，空间 I 不是道 
路连通空间. 

2.2.2 分离公理 

I 为拓扑空间,若对任何两点存在不相交的邻域 LHx )， U ( y ), 
U ( x ) DU ( y ) = 0 ，则称 为 Hausdorff 空间 .在 Hausdorff 空间中，每一点 ％ e X 是 

闭集.实际上，若则存在 y 的邻域 t /( y ) ，它不包含1于是集合 ^\ U ! = 

yt /( y ) 是开集，而它的补(余集）由一点组成，并且是闭集. 

离散拓扑空间是 Hausdorff 空间.事实上，每一点 : r e 尤是开集，就是说，若欠# 

h 则邻域 UI 和邻域 M 是不相交的. 

设尤和 F 都是 Hausdorff 拓扑空间，则它们的笛卡儿乘积，连通和及不连通和 
都是 Hausdorff 拓扑空间. 

所有的度量空间都是 Hausdorff 空间.此外，度量空间的两个不相交的闭集心 
和存在它们的不相交的两个邻域 

事实上，设 X 是度量空间，度量为 p ， F , 和&是不相交的闭集.设； 

-\ p { x , F 2 ). 令 （/, = \ JO e { t ) ( x ). 类似地，定义开集 t / 2 = U 0, m ( y )， 其中 

。 真 yeF 2 

e ( y ) = yp ( r ,^,). 从而得到集合 &和& 的邻域.我们证明集合 M 和％是不 
相 交的. 假定它们相交,就是说存在点 z ^ u , nu 2 . 那么存在点 : t e / V 和 y e ,有： 
^0 e ( x ) ( x ) jsC ^ y )(： K ) ， 即 〆 u ) < yp (^,^ 2 ),^( r ,^) < yp ( j>fi )• 特别，有 

p ( x . z ) < jp ( x , y ) > P { y y z ) < jp ( y , x ). 将后 面的两个不等式相加，得到 P U , z ) + 

n ( y ^) <| p ( x ， y ) ,这与三角不等式相矛盾. 

设有拓扑空间 x 的幵集族 I 义丨，若 x = y %，则称1 % | 为开覆盖.在研究拓 
扑空间时,“ 覆盖” 是一个合适的概念.例如，若 ° 在每 一个％ 中给出了连续函数人， 
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而在每一个交 u o nu fi 上，函数人和 4 是相同的，则在 空间尤 上存在一个连续函数 
/,它在每一个 开集％ 中与 / fl 相同. 

设 IK 丨和 I % I 是拓扑空间 i 的两个开薄盖.若每一个开集都在某个开集 
= a (如之中，则称覆盖 I 匕 I 是覆盖 IKI 的加细，或说覆盖|&|更细于覆盖 

It/J. 

定理3 f vT 是度量拓扑空间，是有限开覆盖.则存在更细的覆盖 

•，而 且之 C " a . 

证明在定理3中所断定的不单是存在更细的覆盖，而是在该覆盖中的元素 
仍以指标 a 编号，并且集合的包含是对同一个指标值 a 进行的.我们考察在 t /, 中 

N N 

不相交的闭集 AT \ U 和 XW ,. 于是存在邻域 h ， 使, Y \ U % C K , cR C " 卜那 

a «2 a^2 

么集合系 IK ,, 覆盖空间 j . 从而，可以找到集合 hcP 2 ，而且集合系 
I u 2 ，％ W I 也覆盖空间1依次地用集合 h ch C %代替％，在/ V 次后， 
得到所要求的覆盖 IK , …， bl . 


习 题 

1. 证明 :若从 R°U》2) 中删去有限（或可数）个点，留下的空间仍然是连通的. 

2. 证明 :若从 IT 中删去维数小于 n-1 的有限个子空间,则留下的空间仍是连通的. 

3. 计算用有限多条直线把 R 2 最多能分成多少个连通分支，最少能分成多少个连通分支？ 
4- 设/4-尤是 Hausdorff 空间的连续映射.证明不动点（即/(幻=幻的集合是闭集. 

5. 证明空间又是 Hausdorff 空间的充要条件 为：对 角线 △= ClxJf 在 

中是闭集. 


6. 证明 :映人 HaimdorfT 空间 F 的映射是连续的充要条件为 ：图形 厂,= IU ，/ U )) 


xeX \ CAfxy 在: TxK 中是闭集. 


2.3 紧致空间 

在这一节中我们研究紧致性，这是拓扑空间的重要性质之一.这个性质，特别 
飪在研究实数和连续函数时，是基本的性质. 

2 . 3.1 紧致空间 

定义 1 设 A' 为 Hausdoiff 空间，若每一个开覆盖丨都具有覆盖 X 的有限部 

分1、匕1，则称 X 是紧致的. 

可以只要求存在更细的有限覆盖. 

注最初，这样的空间称为列紧的，而列紧的度量空间称为紧致空间.但是近 
来的文献中喜欢简单地称列紧空间为紧致空间.我们将釆用后来的术语， 
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例1实数轴上的有限区间[«,6]是紧致空间.实际上，若 | t / a | 是区间 [ fl jj 

的开覆盖，那么不失一般性，可以认为覆盖的每一个元素 f / a 是区间 （ Ca ，屹 ）（ 除两 

个半开区间和 （ V ,6] 外）.设数 [ a ， M ， 能使区间 [ H ] 被有限个 R 所 

覆盖，我们考察所有这样的数％的集合 P . 那么，若 A ： eP ,： r < Jc ， 则 y 也属于 R 因为 

“厲于覆盖的元素 [ a , a ')， a ' > a ，则组成集合 P 的元素多于一个点 a . 设〜是集合 

P 的上确界，％ > a •若％ < 6，则％在某个区间〜= ( %，弋）中，即 ％ % <心 

设是满足％ 弋的数，则： KeP ， 也就是说有限个集合％覆盖了区 

间 [ a ，： K ] ，所以区间 U ， z ] 也被有限个集合％所覆盖 • 于是,; c 。 不是集合/>的上确 

界.这样，便有％ =6. 这时 V <太。 =6. 若 6' <y <%，则 yeP , 而且区间 [< z ， y ] 仍被 

有限个集合％所覆盖，而与 W ,6] —起，整个区间 [ fl ，6] 被有限个集合 仏所覆 
盖. 

2.3.2 紧致空间的性质 

定理1设 FCX 是 Hausdorff 拓扑空间 j 的紧致子空间，则 F 在空间 . Y 中是 
闭集. 

证明设 X 是空间 X 的不属于尸的任意点.由于尤是 Haustlorff 空间，对点 y 
ef ， 存在不相交的邻域 t/ r 和 V ； at 则族 t %! 覆盖集合厂而由于它的紧致 

N N 

性，存在有限族 I 覆盖厂那么并 y 仏包含集合&并且与交 d \不相交. 

于是点$有与集合 f 不相交的邻域，这就是说集合 f 是闭集.定理证 4 ^. 

定理2设是紧致空间 A ' 到空间 F 的连续映射，则像 f ( x ) 是紧致空 
间. 

证明设 I % | 是集合 /( 幻的开覆盖.那么族 I ， 1 ( f / a ) f 是紧致空间 X 的开覆 

盖•于是，某个有限族 ir 1 < ) 1 r ， ,覆盖了 空间尤 这时族 I 1 L 覆盖了像八尤). 

定理证毕. 

由定理1和定理2得出数学分析教程中已经知道的，紧致空间上连续函数的 
下列性质. 

定理3设 /:1— t 是紧致空间 I 上的连续函数，则函数/是有界的,并且取 
到最大值和最小值. 

证明按照定理2,像/(尤）是 R 1 中的紧致子空间•而按照定理1,像/( X )是 
闭集. 假如像 yu ) 不是有界的，那么区间族 = ( -^1，/1)覆盖/(；1：)，并从中不可 
能分出有限子覆盖•假设4 =， l / U ) I • 5 =把 1/( X ) | •那么 J 和5都是 /( 尤 ） 的 

接触点.因为集合 / U ) 是闭6^,所以定理证毕. 

2.3.3 紧致的度量空间 

对度量空间来讲,紧致的性质可以用分析中所熟悉的术语来叙述. 
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定理4 设 A ' 是度量空间.空间; T 是紧致的充要条件为满足下列等价的性质 
之一: 

1 °任何序列有收敛子序列. 

2°任何非空的闭子集套序列1匕| ，匕 DFp ,， 有非空的交 • 

作为定理4的推论，我们导出实数的基本性质 ：实直 线上的闭线段套有公 


2. 3.4 在紧致空间上的运算 

如果 Hausdorff 空间 X 是它自己的有限个紧致子空间的并 ，则义 是紧致空间. 
定理 S 紧致度量空间 X 和^的笛卡儿乘积 XxY 是紧致空间. 

注实际上，按照定理 4, 我们考察序列 = 因为是紧致空 

1 >0，那么存在收敛子序列 UJ . 而由于空间 F 的紧致性，从序列1 yj 中分出收敛 
子序列 I . 于是,子序列也收敛. 

习 题 


1. 证明有限个紧致空间的并是紧致的. 

2- 证明.•若 X 是非紧致的度董空间，则在此空间上存在连续而非有界的函数. 

3. 证明紧致的度 ft 空间有可数个稠密的子空间. 

4. 证明: 在紧致的度量空间中，若两个闭集和不相交，则 pMJ ) >0. 

2.4 函数的可分离性1的分解 


在这一节中，我们引出一些定理，使得在相当弱的假定下，也像一元实变函数 
那样进行连续函数的分析.如早先已指出的那样，拓扑空间上的连续函数在许多方 
面也像一元实变函数一样.两个连续函数的和/+心乘积 /•& 以及在时的比 
//心它们都是连续函数.在拓扑空间 X 上的连续函数类中可以求极限.设有函数序 
列人 ，若对任意£ >0, 存在这样的指标 / V ，使当 n > /V 时，对任何点 xeX 满足不等 
式1/(幻 -/„(*)! 则称人 均匀收敛于函数/ 

定理1在拓扑空间尤上的连续函数序列的均匀极限是连续函数. 

证明设 / U ) 乂 ㈠ )•我们证明函数/是连续的.固定数 c >0 和点 

X 那么可以找到这样的指标数 n ， 使得对任何点 AT ， 满足不等式 l /( x ) -乂（幻 I 
<^/3.因为函数 A 连续，则存在邻域0(%),使当文£0(%)时，满足不等式 I 乂（幻 
-/„(^ o ) I < s /\ 于是，在 xeO (*。） 时，有 

l / U ) -/ U。） I < \f(x) -又⑷ I + \f n {x) - A ⑷丨. 
l/"(*o) - /() I <s/3 -k-e/3 + e/3 = s. 


定理证毕. 
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2.4.1 函数的可分离性 


若 U 2 是拓扑空间 X 中的两个不相交的闭集，那么为了作出集合 F , 和^ 
的不相交的邻域，在空间 X 上只要作出这样的连续函数/即 可:设 a > b f 



彡 0 ，当 a e F , ， 
当 x e F 2 . 


这时，可以选取区间（0,00，（-*^)(6<(：<(1)的原像广（（£：，00))，广（（-' 
c )) 分别作为集合弋 和^ 的邻域.在某种意义 F ， 其相反的论断也是正确的. 

定理 2( y pwcoH ( Urysohn ) 引理）设 AT 是正规拓扑空间， , F , 是两个不相交 


的闭集.则存在连续函数/:尤— [0 ,1 ] ，使 / I f ( ^0,/ l Fl ^h 

证明作出这样的一系列开集 厂 1 用所有的二迸位有理数 r (0 矣 r 矣 i ) 编上号 
码，且满足下面的条件:1)心 cr 0 ,2)7, cjn /^，3) 当 r < r ' 时 ,7 r c /> 


于是，可以扩大开集系！厂1，在其中增加厂,= U /;， 这里 r 已是满足 osrsi 

r<i 

的任意实数 • 幵集系|厂,丨满足同样的条 件:瓦 c / V ， 当 成立. 实际上，取有 
理数 r〆 , 使1<「<，<£，，得到厂匚厂(1/；.(1/^,于是乃〔乃匚/；.匚7^现在作 
连续函数广•尤一 ►[( M ], 假定 xe 厂 0 时 /( 幻 =0 ；x e r 0 时, /( 太 ）= sup jt：xe TJ . 
我们证明 / 是连续函数.固定一点％和 O 0, 设 t 。 =/(%).由函数/的定 义:％ 巨 
^( to - en .) E F ( tD + tf /2” 我们考察点的邻域"，厂 = 厂。 0 +£/2) \厂 ( tQ-W 于是，若 ye 

K 则根据函数/的定义，满足不等式义 - e /2^ f ( y )^ 
/2,即1 /⑷- f { y 、\$ s . 于是，函数/是连续的.此外，若 . teF 。， 则 / U ) =0; 

若 ： teF , ，则 /( 怎 ） =1， 

为完成定理2的证明，剩下的是作出满足条件1 ) ,2) ,3 ) 的开集系厂,.由空间 
义的 正规性，对任何闭集 f 和它的邻域存在另外的开集 K , 使 ， dePe 
u . 为简便起见，若 VC Pci /， 就写为 VQU . 于是， F 。 ，可写为 f \、 

因此，可找到开集厂0,使匕 cr 0 ^ x \ F r 类似地，可找到开集 r , ，使 f , 
G 厂 nG 厂假设对所有的二进位分数 r = p /2 n ，0 备/>《2"，已作出了开集 


厂 r ，而且厂 p /2 ，G 厂 + 那 么可定 乂集合 r o + ，使厂 C r (2p + \)/2 n * 1 

一 .根据归纳法，可作出所有的开集系 I 厂 若 .re F 。， 则/(幻=0, 而若* 


cr 


»)/ 2 « 


ef \ ，则 /( 幻 =1. 这样，便证明了定理 2. 

由定理2可以得到下面的关于连续函数的延拓定理. 

定理3 设尤是 正规拓扑空间 . FCX 是闭集是 F 上的连续函数•那 
么函数 F 可延拓为整个空间 X 上的连续函数 R 、 若函数/是有界的，1/(幻 I 
，则 g 也有界，并可取同样的常数 为界： \ g ( x )\^ A . 

证明首先假设/有界， l / U ) l < 尤设％(幻 =/ U ) 并考察两个闭子集4二 



I 




2.4 函数的可分离性1的分解 
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\ x ：< p 0 ( x ) ^- A /3\ y B Q ^\ x ： ( p 0 ( x ) 多 4/3 1 • 因为集合 心 和犰不相交，所以按照 
定理2，存在连续函数 / n :[ -.4/3 ，4/3 ] ,在集合4。上等于->1/3,在集合^上 

等于 d /3 •换句话说， \ f 0 ( x ) I ^4/3,^ e X y \< p {) ( x ) - f 0 ( x ) I 彡 24/3 •设心 = 

%(幻 -/ 0 (幻•则函数 & 在集合 F 上有界，以常数24/3 为界. 所以，重复整个过 
程，吋以作出两个不相交的 闭集： /!• = U:c^(；0 在- 2A/9 | f = U:aU) 多 
: M /9! ,并且有连续函数 [ -24/9,2/1/9], 它在集合4,上等于-24/9,在集 

合晃上等于 24/9. 换句话说， \ f ,( x )\ ^44/9. 重复所 

指出的过程无限次，我们作出 了两个 函数序 列:乂 •• l — R 1 ， A : 满足下面的 

条件： 

< Pn *\( x ) ^( p n ( x ) _/•(*)• 

»/.(*) I ^(|-)* f 

I ^ (2. 3) 

还有，当 xef 时. 

f ( x ) =< p 0 ( x ) - fo ( x ) +< p '( x ) =••• 

= fo ( x ) + f x ( x ) +••• + 又 U ) ^( p n + l ( x ). 

X 

由于不等式 (2.3>, 级数 Z / A U ) 在整个空间 尤上均 勻收敛.按照定理 I = 

k -0 

x 

X /*(^) 是连续函数，且 X e F 时 4 U ) = f ( x ). 由于不等式 (2.3); 
r=o 

I g (^) I ^ S 1/ •⑷丨（ I ( y) fl -y = 4. 

对 / 为有界函数的情形定理已证. 

对一般的情形，我们考察同胚 / r : R 1 ^ -1,1). 则复合栌 ( - 1,1 ) 是连续 
有界函数•对有界函数 fc / 应用定理3,作出连续 函数矿 -丨，1],它是将函数/1/ 
延拓而得到的函数.函数在与集合 F 不相交的某个闭集 F , 上取到值 d ： 1. 按照定 
理2,存在连续函数#尤-^[0，1]，它在集合厂上等于丨，而在集合尺上等于0.从 
而函数心“） - ilf { x ) g ( x ) , xgX 与函数 / i / 在集合 F 上完全相同，并且不取值± 1. 

于是，函数 A 映射空间; f 到区间 （ -丨，丨）•最后，设 ^ h ' l gl ( x ). 则 f X — R 1 
是连续的,并且当 厂时 = h ‘、 gi ( x ) ^ h - l hf ( x ) =/ U ) •定理完全 得证. 

2.4.2 1 的分解① 

/为拓扑 空间尤 上的连续函数，称由使 / u ) ¥0的％ e 组成的点集的闭包为 


①也称为单位分解. 
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/的支集.函数/的支集用 supp/ 表示.于是在支集外面，函数/恒等于 0. 拓扑学中 
一个有名的方法是把函数分解为这样的和，使其每一个被加项有足够小的支集. 
定理4设 X是度量空间， t %!是有限开覆盖.则存在函数 R\o 矣 

矣 1，使 l°supp <p a c" a ，2 0 ^(p a (x) = 1 . 

定理4中所指出的函数系 I <p a °j 称为附厲于覆盖 f % I的1的分解. 

证明考察有限覆盏 j % | •根据 2. 2的定理3，可以找到更细的覆盖丨 V a ! ，并 

且 tcK . 按照定理2,存在空间 X上的连续函数少„，满足条件 jeJt = 1， 
Hxw a ) s 0 9 0^ i // Q ( x ) ^1. 这就是说， supple ，且当 xsV a 时，少“怎）>0•设 

= 5> a U). 函数 ☆是 连续的.我们指出在每一点 z e ；T，0U) >0.实际上， 

因为系1^1覆盖空间夂所以有这样的指标《。，使 x e %，即 (Aaob) >0.于是 
^( x ) = YKx ) > > 0•最后，令 = il / a ( x )/ fp ( x ). wi 

a 

supp < p a ^ suppif / a CU ai O ^( p a ( x )^ l . 

并且 

= S (必》(龙)今⑷） = 中 = lfj { x )/ ll /( x ) = i. 

a 

定理证毕. 


习 题 

1. 证 明:若 X 是欧氏空间 It * 时，则在定理2中可要求函数是光滑的. 

2. 证明 :在尤 = R " 时，则在定理4中可以要求 函数仏 是光滑的. 

3. 对圆周，作出1的分解的函数系，要求 
1°连续函 数系； 

2°光滑函数系. 

4. 证明: 对圆周，不存在解析函数系的1的分解. 

5. 作出第 3、4 題在 R" “中球面 （ S_ = Uf +…+ < =丨 | ) 情形的推广 . 



第三章光滑流形—般理论) 


在第一章中，已经用不同的例子说明了描述点在空间位置的坐标系是研究几 
何对象的主要工具.借助于坐标系就可以利用微积分的方法来解决许多问题.所以 
在儿何中分出独立的一章来研究这样的空间，这种空间允许有像可微函数或光滑 
函数,微分运算以及积分运算这样的槪念. 

考察几个这种空间的例子是有益的. 

例1考察平面（即二维欧氏空间 R 2 ) 上单位半径的圆周 S 1 . 为了借助于坐标 
系来描述圆周的点，我们把它作为满足方程 

太 2 十 （3.1) 

的点的集合来给出，其中 U ， y ) 是平面上点的笛卡儿坐标.于是，每一点 PeS 1 由 
数对——笛卡儿坐标 x 和 y 唯一地给出.但是对圆周上的点，给出 x 和： k 两个坐标 
是多 余的. 若我们已经知道点 P 的坐标 L 那么第二个坐标 y 可由方程 (3. 1) 得到： 

± 即第二个 坐标; k 从第一个坐标: r 唯一地（可相差一个符号）得到.并 

肚，若点 P D = (* Q ， y 。） 的位置不在横轴上，即: K 。 尹 0,那么可找到点尸。的足够小的 
邻域 W 使对一切的点 Pe f /, 其 y 坐标符号的选择唯一地由点 P 。 的坐标 y 。 的符 
号所 确定. 在某种意义下，我们可以说，圆周夕上的点可由一个参数描述,这参数 
就是它的第一个笛卡儿坐标更确切地说，仅仅可以断定1在上半圆周中的点，即 
满足不等式 y >0 的点，唯一地由一个参数 x 给出,类似地，在下半圆周中的点，即 
满足不等式 y <0的点，也唯一地由一个参数 x 给出.无论是上半圆周，还是下半圆 


①即微分流形——译注. 
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周，参数 x 的变化范围是同一个，这就是实轴上的区间（-1,丨）.如果我们希望用 
类似方式以参数来描述包括剩下的“特别”点 Po = ( 1 ,0) = ( - 1 ，0)在 内的圆 

周上的点，那么交换坐标: T 和 y 的地位，并从方程 （3. 1 ) 用坐标 y 来表示坐标 x 就 
可以了. 

要问，直接以某个参数值唯一地给出圆周上所有的点，这样进行圆周&上的 
点的参数化不行吗？对这个问题的答案，最接近于理想的方案是取角参数是 
横轴与末端在 P 点的向径之间的角.但是角参数的确定不是唯一的.如果我们限 
制角 P 的值于某个区间上，比方说0 < p ^2 ir ， 那 么将点 PeS ' 与角参数值 p 相对 
应的这个函数在点 P 。 = U ，0) 将发生间断. 

于是，可以作出下面的 结论: 在圆周义（像在拓扑空间上一样）上不存在这样 
的连续函数，它的值可唯一地确定圆周的点. 

例2作为第二个例子，我们考察三维欧氏空间中由方程 

无 2 + 〆 + 2 2 = 1 

给出的二维球面 S 2 . 

与圆周的情形一样,对球面 S 2 的点，给出所有的三个笛卡儿坐标 U ， y , 2 ) 是多 

余的，因为，比方说，可以用前两个坐标来表示坐标 z : z = ± /I -很显然, 
在上半球面(类似地,在下半球面）点 P 的坐标2唯一地用前两个坐标$和 y 表示. 

可以表明，在二维球面 S 2 的情形也不可能找到二元连续函数①，按照它的值 
唯一地确定球面上的点八 

我们所考察的例子指出,仅有一条出路——放弃对所考察空间的所有点构造 
统一坐标系的企图，而是对于空间的不同部分用它自己的坐标系就算满足了*这个 
构造的严格描述就在几何上引出专门的流形的概念. 


3.1 流形的概念 


3.1.1 基本 的定义 

若度量空间 M 的每一点尸都包含在同胚于欧氏空间 R n 某一区域 V 的邻域0 
CAf 中，则称 M 为〃维流形（或简称为流形).这个条件简略地用下面的方式来叙 
述⑺维流形 Af 局部地与欧氏空间 R n 的区域同胚.并目.说流形 Af 的维数等于^ 
并记为 dim 4 / = n •于是，若 Af 是 n 维流形，那么在空间 A/ 中可以指出开集系 I C/ 上 
它以指标 i 的某个集合(有限集或无限集）编号，和集合 R 到区域 V ,的同胚^ 

并且开集系 | | 应该覆盖空间 U^. 一 般地说，区域 V. 之间 


I 1 原文为 ： “JIBC HenpNBHMC 4>yH10UiM ’ ，意思是 “ 两个连续函数 ”- 译注。 



可以 相交. 集合^和同胚％ —起称为图. 

假设在欧氏空间中建立了某个笛卡儿坐标系 U 1 ， …/)，如 R n 上的线性 
函 数组. 于是复合函数？ =^( P ) =/(%( P )), ①给出了开集％上的函数 
组，称 为图％ 上的局部坐标系.图的全体 i 覆盖了整个流形对，丨 £/ J 称为图册. 
点尸的局部坐标编上补充的指标，即图编上自己的号码，乂: <=<(/>)，这样 
表示是方 便的. 因为点 P 可能同时属于几个图，所以它具有几组局部坐标. 

我们考察流形的最简单的例子. 

例1在本章开始我们考察了由方程 x 2 + / = 1给出的圆周 5' CR 2 . 我们用 
下面四个图组成的图册来覆盖 f (图 3. 1 ) 

fJ \ = I ( D .) eS'：y >0| , f/ 2 = | ( ac , y ) eS'：y <0| f 

"3 = 1 (:， 7) eS l -x >0|，" 4 = t ( x f y ) eS l 'x <0| , 

它们对应的区域 1,,匕，7 3 ，1/ 4 在实直线1^ 上是一致的，并且等于开区间 （ -丨，1). 
我们构造同胚 A 和史 2 作为圆周在横轴上的射影 ( z,y) -( p 2 ( x ^ y ) 而同胚 
&，屮 a 是在纵轴上的射 影:史 3( 乂 y) -( PA ^. y ) =r- 为证明映射以（々=丨，...，4)是 
同胚，只要把逆映射写为显式的形式即可 

( P \ ] (x) = (x, y/l -X ) e 5 ' n (pj\x) - (x % - \/l -x 2 ) 6 S' , 

^ 3 _l (r) =( -y 1 ,r) e5' y(p^{y) = ( - s/\ -y 2 ,y) eS r , 



图 3.1 图 3. 2 


从而相信，逆映射是连续的.那么，在圆周上得到了四个局部坐标系,其每一个坐标 

系都由一个坐标组成: 太， = (fi (x,y) =x 9 x 2 :(p 2 {x ， y) =x,x 3 =<p 3 (x,y) = y 9 x 4 = 

<pA^,y ) = y . 某些点同时具备两个局部坐 标系. 例如，对交 u'nu 3 中的点 P 确定 
了坐标 A ( p ) 和 h (/^)(图 12). 在圆周上还有其他方法以引进 图册. 在第一章 
中，我们考察了平面上的极坐标 （ r ， p ) •在极坐标下，圆周的方程具有简单的 形式: 

①严格地说，在欧氏空间 R a 中的笛挎儿坐标(: r 1 , 是定义在 R " t 的线性函数，而使向鼋 flsR ” 
与它的坐标组 （/ U ) 对应，确定了 IT 到 f * 维线件算术空间的映射.所以写作/ = x 1 ( P ) = 

/(^( p )) 较好•若不引起误解的话，为简便起见，我们就省略掉记号——原《教程 >中的注. 
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r = l .严格地说，平面上的极坐标不是坐标系（参看第1章）.所以在 圆周义 上，我 
们引进两 个图： tz , = ((^， r ) eS l ： x ^- U . l / 2 ^\( x , y ) ^ 义 4#1|( 图 3.3). 假设 
Pi ( 戶） = (Pi(^ty) 等于角屮的值 <P e ( - IT . TT ) ， 而 v? 2 (P) =(p 2 (x,y ) 等于角 tp 的值: 
# £ (0,277),即 h =(- 沉，11)，匕=(0,217).很明显，对上半圆周的点局部坐标 
化 （ P ) 和仏 （ P ) 是一致的，并且对下半圆周的点局部坐标是不一致的，即当 y >0 
时 ^( Ly ) =中2(太，：)0 ;当 y <0时，中，（太， y ) =( p 2 ( x y y ) 一 2 tt ( 图 3. 4〉. 



图 3. 3 图 3. 4 


例2在例1中考察的圆周 < 已是十分复杂的流形了.最简单的例子是欧氏 
空间 R fl 本身.图册可以仅由一个图 r = R n 组成，坐标同胚史是恒等映射# t /— 
V = R n , 局部坐标系是 R n 中点的笛卡儿坐标.类似地，任何区域 t / cR n 是77,维流 
形，其图册也是由一个具有笛卡儿坐标系的图组成. 

例 3 考察 RW 中满足方程> 2 + (/) 2 +… + y ) 2 = 1的点集，它是半 
径为1的 n 维球面我们证明， n 维球面是 n 维流形.取开集 

U ： = \( x \-, x \ x n ^) eS ^ x^Ol , 

Ui = f … W + l ) eS n : 龙 , <0| 

作为 图册. 坐标同胚 < 和（定义为欧氏空间 R n + I 到 R n 沿着坐标/的射影.那 
么区域 f 与相互重合，并且等于单位半径的球. 

例4我们考察射影平面/? 〆 •我们把它表示为这样的空间， R 3 中过坐标原点 
的所有直线被宣布为空间中 的点. 我们定义两直线间的距离为它们之间的较小的 
角.于是 / JP 2 变成度量空间.我们证明，#是2维的流形.为此，给每一直线 />e 
ft〆 以三个齐次坐标 U : yd ) ，用 （Af Ay : Az ) (A # 0 ) 表示同一直线尸 e 研是方 
便的. 齐次坐标不同时为0,即/ +/ +P >a 我们用三个图来覆盖= 1 u 

： y ： ^) \ x ^0\ , U 2 = |(^： r ： z ) l r ^0|，" 3 = |(太:7:;:)1 2 #0|.设6 = F 2 = K 3 = R 2 . 取 

F 面的映射作为坐标同胚 U k —^ V k = R 2： ^ P , ( x ： y ： z ) = ( y / x , z / x ) ,( p 2 ( x - y ^ z )= 
( x / y , z / y ) ,( p ^( x - y ' z ) - { x / z y y / z ). 于是作出了三个局部坐标系 



x\ -y/xyx] ^z/x\x\ = x/y , x\ = z/y ； x\ -x/z,x] -y/z. 

我们考察过的例子表明了在同一个流形 / W 上可以建立不同的图册.甚至若保 
留作为开集的图不变，还可以用选择另外坐标同胚的方法来改变图中的局部坐 
标系. 

若 f /' c 6/是 r 的幵子集，坐标函数在上的限制则得到新的图，它比原来的 
图"更细. 

设 IGUWI 是流形财上的两个图册.则存在第三个图册，它比和 U /;| 
两者都细.这个新的图，例如，可以由原来的两个图册中的图成对的图的交 组成. 

3.1.2 坐标变换函数光滑流形的定义 

定义1设 A / 是〃维流形， | 是它的图册,％是坐标同胚，是一组局 
部坐 标系. 在两个图的每一个交= u a n 中，定义了两个局部坐标系和 
1^1，而且一个图中的坐标函数 <(尸）可以通过另一个图中的坐标函数表示为 
x o ( p ^ ^<(^( f > ) r -, x ；( P )). PeU ap . 函数4 =4(4,…， 4) 称为坐标变换函数 
或称为把坐标1变为坐标 uy 的转换函数. 

坐标变换函数不是定义在整个区域匕中•而是定义在它的某一部分％ = 
外（中凡是说及两个坐标系是有意义的地方. 

为方便起见，在图 3. 5中，欧氏空间的区域 J / a 和％是作为不相交的集合画 
出的 • 



图 3. 5 


坐标变换函数 < =4(4,…，乂）实现了 R ft 中的区域心到区域％的联列 

映射 

X a - =%(〜)• 

定义2 /I 维流形 Af ，其图册的局部坐标系 f 满足条件 : 对任何一对图 
K ，％， 坐标变换函数 < =夂（<， …， <) 在它们的整个定义区域中是连续可微的 
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函数.则称流形对是《维光滑流形. 


定义 3 


( x , 


定义在光滑流形 M 上的函数 — R 1 , 若在任何局部坐标系 
2 )( 图 R ^ Po 属于所建立的图册中）中，函数/在点 


<( A)) 的邻域中表示为 n 个独 立变 t 的连续可微的函数々(<，••_,<).则称函数 
/ : 为在点 P 0 eW 是连续可微的 • 

例 S 我们考察下面的流形 / W 上的图册的例子•设 MsR 1 是实直线，图册由 
两个同样的图【/, = U 2 = M ^ R l 组成，但是具有不同的坐标系•在 A 上给出坐标 h 
二 n 而在％ 上用公 式七 = ( x ) 3 给出坐标.那么坐标变换函数为 


尤2(气〉= (^1 ) 


3 


(3.2) 



(3.3) 


若坐标变换函数 (3. 2) 是连续可微的函数(多项式），那么函数 (3. 3) 具有不连续的 
导数.所以按照定义2,具有图册 | £/, J / 2 | 的流形似不是光滑流形 • 

注若流形 W 上的图册由一个图（即当对同胚于欧氏空间中的区域时）组 


成，则财是光滑流形. 

定义4在流形 M 上给出两个图册 I % i 和 I %丨，并且关于其中每一个图册， 
M 都是光滑流形.若由图册 I 中的每一个局部坐标系到图册 I % I 中的任何一个 
局部坐标系的转换函数都是连续可微的函数.则称两个图册 I G I 和 I % I 是等 
价的. 

下面事实说明定义4是合 理的. 在流形 M 上定义的任何函数/在图册 | | 中 

是连续可微的，当且仅当它在图册 |%1 中是连续可微的. 于是，从在流形财上连 
续可微的函数的观点来看，等价的图册是平等的，并且对于把函数表示为独立变数 
(点的 坐标〉 的连续可微的实值函数来讲，可以利用等价的图册中任何一个图册. 

我们提醒一下，若在点 (4,•••,<) 的邻域中实值函数 A (/， 的直到 r 阶 
(包括 r 阶）的所有偏导数存在并且连续，则函数 A 在这点的邻域中是 C f (r = 1， 
2,…，00 ) 类光滑的函数 .r = ~的情形，是指函数 A 的所有阶偏导数存在并且连续. 

定义 S 对建立了图册 j t /,1 的流形若所有的坐标变换函数在其定义域中 
的所有的点是 C 类光滑函数，则称流形 A / 是类光滑流形. 

今后，如果没有相反的说明，我们所讲的流形都是 C 40 类的光滑流形,而流形上 
的函数是 C ' 类光滑函数. 

例6我们使例5改变样子.在第二个图％中取坐标巧=1+1 . UL 于是流 
形是 C 类光滑流形，但不是 C 2 类光滑流形. 

注以后若无相反的声明，我们仅考察类光滑流形，而在流形上的函数是 
类光滑函数. 

在例1 -4 中，我们所考察的带有图册的流形自然都是 （ T 类光滑流形. 

在几何中还考虑给图册及其坐标变换函数以另外更强的条件.例如，若所有的 



3.1 流形的槪念 
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坐标阑数是实解析函数，即在它有定义的每一点的邻域中能展为收敛的泰勒级数. 
则此流形称为实解析流形.实解析流形是 ( T 类光滑流形. 


比较重要的一类流形是复解析 流形 . 设 M 是维流形，丨 仏 I 是它的图册 , 

是它的坐标同胚 . 使〜维欧氏空间 1 ^ 与 n 维复线性空间 C n 等 
同，即认为点 (/ ， … /) 的复坐标给 出了以 个实坐标以， … ， ; c'y， = 

那么在图％中的个坐标函数 <(P), … 4 (P> ，％ (P) ， … ， W(P ) 化为 

n 个复值函数 4 = 4 ( P ) ♦ W ( 尸 ) . 我们称函数芎（尸）为在图％中点的复坐标.在 
两个图的交 u p nu y 中，我们有从一个坐标系到另一个的转换函数 

.Yfi =3( < ， 

它们可以表示为〃个独立的复变量的复值函数 


A. k / I n \ 

^ =b(z y ，…， z y ). 


我们称函数 (3. 4) 为复坐标转换函数或复坐标变换函数. 


(3.4) 


建立了图册I叫和局部复坐标系«,•••，‘)的流形若所有的复坐标变换 
函数 (3. 4) 是复解析函数，即在它定义域的每一点的邻域中能展开为复变数的收 
敛泰勒级数，则称 W 为复解析流形. 

我们考察二维球面 S 2 , 并在其上专门构造一套图册，作为容许有复解析流形 
结构的流形的 例子. 在第一章中已作出了球面 S 2 = U 2 +. r 2 =1 | 从北极匕= 

(0,0，1)到坐标平面 Q， y ) 的球极射影.我们用外表示这个映射.映射％把球面 
S 2 上除极点 A 以外的所有点，即开集％ =S 2 \(P Q ) 同胚地映射到整个平面V。= 


R 2 •在笛卡儿坐标下，同胚 A 为•所以在图[/。中引进 一 

个用球面上点的笛卡儿坐标表示的复坐标叫此外，考察南极尸，= (0,0, 

-1 ) 和从南极到同一个坐标平面 U，y) 的球极射影 a . 映射以同胚地把集合 i/, 
= S 2 \(P,) 映射到整个平面V, =R 2 •在笛卡儿坐标下，映射 a 为 .• 9 '( x ， y ， z 、 二 

我们在图％中弓 I 进复 坐标心 = y ^ f . 那么在交％ 中得到 


^0 = ^0 ( M7 1 ) =一,切1 =^](^ o )=— 

w o 


函数 (3. 5) 是复解析函数.就是说球面 S 2 是复解析流形. 


(3.5) 


31.3 光滑流形微分同胚 


设岣和岣是两个光滑流形/:岣― A/ 2 是连续映射. 

定义 6 光滑流形的映射 /: W,-WV 2 , 若对任意点/>。^軋的邻域中的任何局 
部坐标系 (v ，…，/>和点<?。=/< p 0 ) bm 2 的邻域中的任何局部坐标系 （y , 





54 


第三章光滑流形（一般 理论} 


广），函数/的向量函数表示式少=(/) ，•••，/))=八（4是（7(「= 1， 

2 ，"％oo ) 类光滑的向董函数，则称映射/为 C 类光滑映射. 

注意， C 类光滑映射的定义仅在流 形牝与 W 2 的光滑类数不小于 r 时才有 
意义. 

设广岣―於 2 是流形的同胚.若/是 C 类光滑映射，那么逆映射/ 4不一定是 
光滑映射.若逆映射/ + 坞—岣 也是 C 类光滑映射,则同胚/称为 C 类光滑同 
胚或 C 类微分同胚. 光滑流形间的微分同胚起着与拓扑空间中的同胚相同的作 
用. 若 是微分同胚，则流形岣和称为微 分同胚的流形 • 

定理 1 设 是光滑流形的 C f 类光滑同胚，则 dimM t = dimA / 2 . 

证明 在流形 M 上，取局部坐标（^,…，^)，在 流形塢 上，点队的邻域 K 
上，取局部坐标 ( y ,.设# 是/的逆 映射. 那么，映射/和#可用两个向 

逯函数表示，它们用字母表示，即 J =/( x ) 和而且客 (/( x ))= x ，/ U (: v )) 

换句话说，对函数/和 g 有等式 

gf = ld ., Jg = Id yi 

这里 fd x ， fd y 是向量空间的恒等映射.也就是说，对 Jacobi 矩阵有类似的 等式： 

( dg )( df ) = E x ，( d / Hdg ) : E ” 

这里 U y 是相应维数的单位矩阵. 

由线性代数知道，两个矩阵乘积的秩，不超过每个因子的秩_所以， rank 办在 
min ( m ， n ) ， dh _、 矣 min ( m ， n ) (矩阵 1 是长方矩阵！)，所以 rankde 0 ^ min ( m , 

n ) ， rankde , ^ min ( m , n ). 于是 ， m 矣 min ( m , n ) , n ^ min ( m , n ) ，或 max ( m t n ) ^ 

min ( m , n ) ，这就是说， m = n . 定理证毕， 

最后，我们引进关于图册的两个有名的论断. 

引理 1在光滑流形 W 中存在这样的图册 I ，其每一个图 K 都与 R n 微分 

同胚， 

证明 t 先证明可以作出这样的图册，其每一个图都与 R n 中某个半径为 e 
的开球微分同胚.设 AeAf 是任意点， t/ a 3'，< p a : U a — V a C ： R n 是坐标同胚， 

Qo =%(&).因为匕是 R n 中的开集，所以存在这样的数匕使中心在点％，半径 
为 f 的开球包含在 v a 中.用表示这个开球，而用〜表示它的原像 
(、( O f ( Q 0 )), 开集族 | 1是流形 Af 上的图册，并且每一个图与 R n 的开球微 

分同胚.为完成引理的证明，我们证明半径是 s 的开球与『微分同胚.考虑 e = 1 
的情形就够了.于是，设(^，… J ") 是半径为1的球中的点，（/) 2 ♦ (% 2 ) 2 —+ 

(x n ) 2 <l .设 

y 




3.2 用方程给出流形 


55 


函数 (3. 6) 是光滑的函数，并且也是实现半径为丨的球到 IT 的互逆的映射.引理 
证毕 • 

引理2 设 Af 是光滑的紧致流形， UAJ 是其图册.则存在附属于覆盖 I %丨的 
1 的光滑分解必，即 


0 彡屮 〆 1，= 1 ,supp^ 0 ci/ a . 

证明根据引理1可认为所有的图都与半径为1的球同胚.设^^ C 

R n 是坐标同胚 ®. 取这样的足够小的 e >0,使 | < 1 ( % m ) 丨覆盖流形从假设存 
在球 W 上的类函数/，使 suppf ^ D n (l _ e) ，0« 1•设 


- ,、 f 0, Pet/ a , 

^ P = [ f (< Pa ( n ), PeU a . 

因为当时 /(〜（ P )) =0. 所以函数 & 在流形 A / 上是光?函数, 
而乱 supp ip a Cil a , 0 ^( J / a ^\. 此外还有 supp i // a D ( p a ' ( D n {} . e) ). 于是，函数 (/ r a 的和 

^( P )= 2 在每一点都严格地大于 0. 这时我 们设也 (尸 ）= k ( P )/ f ( P ). 

a 

函数组成 f 附属于覆盖丨 f / a l 的丨的光滑分解. 

于是，就剩下构造 IT 中的类函数/，使它的支集等于球•我们将寻找 

形式为 / U 1 ，•••，/) = A ( (乂） 2 +…+ (/) 2 >的函数/于是作出单变量的光滑函数 
A (幻，使当怎>(1 - e ) 2 时， A (. t ) =0;当怎<(1-6) 2 时， AO ) >0就足够了，取 
函数 


h { x ) 


-1/( 卜 （t -r) 2 ) 3 


0, X ^(] 


，x < ( 1 -e) 
\2 


作为所要求的函数，这函数已知是 C 00 类光滑函数.引理证毕. 


习 题 

!• 证明 .•平 面上无弹性的线段在平面中的位置空间是光滑流形. 

2. 证 明:群 S 0(3) 同胚于三维射影空间. 

3. 描绘三维空间中两个用铰链联结的杆子所组成的系统的构形空间. 

4. 举出光滑的、双方单值的映射，但不是微分同胚的例子. 

5. 证明： 在球面 5" 上不存在由一个图组成的图册. 


3-2 用方程给出流形 

在前面几节中（第一章中也有），流形的许多例子是作为欧氏空间的某个非线 
性方程的解的集合出现的.例如， A 维球面 S n 由欧氏空间中的方程 u l ) 2 +…+ 


①这里 W 表示中心在坐标原点半径为 r 的开球. 
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U …） 2 =丨 给出; 伪球面 Sf 由方程 z 2 = -1 给岀.一般地，若/(/，•••/) 
是连续可微的函数，则方程 /(/ ，…， ，） -c =0解的集合称为函数/的 c 等高线流 
形.于是，整个欧氏空间 R n 分解为函数/的等高线流形的并.在两个变量的函数情 
形，方程的解通常称为函数/的等 高线. 而在三个变量的函数情形，则为等离 曲面. 

为说明名称“函数/的等高线流形”是正确的，必须证明函数/的等高线流形 
确实是流形.但是，实际上不总是如此. 


例1 考察函数它的等高线由 
方程; r 2 - y 2 = c 描述•若 C >0, 则等高线由两个连通 

分支组成，其中每一个分别由方程 v ^77,^ = 

_ v /^7 中的一个描述，即它们是单变量函数的图 
形（图 3. 6) •类似地，当 c <0 时，等高线由两个函数 

y- Vx 2 -C，y = - y ? - C 的图形组成.于是在 C9^0 
时，等高线是一维流形.在 c =0时的等高线表示特 
別的 情形. 在这种情况下，等高线由一对相交直线 y 
= : v ， y = 组成，并且不是一个流形 • 



图 3. 6 


虽然如此，在某种意义下，连续可微的函数/的等高线流形几乎都是流形. 

定理 1设/=/(/，".，/>是定义在整个欧氏空间 R " 上的 f 类函数.设 
牧 =I (/，•" 〆 ）:/(/，••• 〆 〉•若函数/的梯度在集合虼的每一点不等于 
零，则軋是 C 06 类的 U -1) 维光滑 流形. 同吋在每—点 P oe M c 的邻域中，可以取 
其外围欧氏空间 IT 的某 （n - 丨 >个笛卡儿坐标作为局部 坐标. 

证明 其实定理1是用方便的术语叙述的隐函数定理.固定某一点屹， 
= ( <••••，<)•因为 


grad grad / 


5 


，…，5)， 


因此在 P 。 点不为0的偏导数 存在. 不失一般性，可认为…, .0/0 .设 

dx 

久=(4,… ,4 _1 ) 是 R " q 中的点，它是 A 沿坐标轴/投影的像.根据隐函数定 
理,存在这样的点仏的邻域 K 3队，区间 （ < - K + s ) ,以及定义在邻域 V 。中 
的广类光滑连续函数)^；^：^,…^ 1 )^ 

1。/(人广 1 ))#在区域 K 。 中成立, 

2 ° xl 

3° … 〆 “）1<5在区域4中成立， . 

4°方程/«••• 〆 ：)的所有解 (/,"•/) e p 。 具有形式 

/ =y(^' ， … ，广 ’）. 

当用％表示点 P 0 eM c 的邻域时，则有 f/ n ^ M e n ( V 0 x ( x n 0 - K + 5) ) •邻域 



3.2 用方程给出流形 
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^0便是所求的包含点匕的图.取 R1 到 RW 的射影在％上的限制 A (/，••• 〆 ) 
= ( x ' r -*. x n l ) e V 0 作为同胚 vv 其逆映射由等式 

<Po { (x } ，…，〆 1 ) e ( 戈 1 ,y(x ] ， •••〆•’）) 

给岀. 

由条件3°得到 ， p ^ U ’， …， 广 。 e K 0 x ( x n 0 -5，< +5)， 而由条件1°， 

… ，广 1 ) eM c . 于是，史。 1 ( V ，…，？ 1 ) e 映射％和少 n 1 是连续的，并 
且是互逆的. 


我们证明了集合软是 （n - 1 ) 维流形，并且指出了在每一点匕 e 虼的邻域中 
的局部坐标系由欧氏空间 R n 的某些笛卡儿坐标组成.现在我们证明坐标变换函 

… 〆 •' ， 


数是光滑函数 • 设点还包含在一个图 G 中，并且取笛卡儿坐标（/， 

作为图 G 中的局部坐标•那么在图的交中，坐标 U 1 ， 


X 


4 馨鲁 


，/)表示为坐标 b 


，… ，无 


) 的函数 




X 




(3.7) 


x n =y(x' •“ • ， : r"’ 1 ). 

因为 y=y(A … ，广 4是 c" 类光滑的函数，所以 （3* 7) 中所有的函数也是 c •类 
光滑的.定理 证毕， 

例2重新考察由方程 /(/，…,，“）= g (乂） 2 =1给出的 n 维球面 S n •函 

数/的梯度等于 grad/= ( 2 x l + | )• 若点尸=</，…，/ + 1 ) 在球面上， 

那么它的坐标不全为0,于是，梯度坐标中有一个不为 0. 满足定理1的条件，这就 
是说，球面 S" 是 C» 类光滑流形. 

例3考察^维欧氏空间把 R n2 中的点表示为具有坐标4 = (%)的 n 阶 

方阵 /!• 考察行列式等于 l(det4 = 1) 的所有矩阵; 4 e IT 2 的集合 SAU ， R ). 集合 
•SL(n,R) 关于矩阵乘积的运算构成群并称为特殊线 性群. 我们证明群 SiU，R) 是 
C" 类光滑流形，并且其维数为 Tl 2 - 1 . 

考虑个变量的函数/(\) =det(a v ). 函数/是多项式，也就是说是 (T 类光 
滑 函数. 为了应用定理1，应该计算函数/在群 SL(n,R) 的所有的点的梯度•设 E 
是单位 矩阵. 因为 de\E = 1，所以£： eSL( ti ，R) •计算函数在点£：的梯度.为此，首先 
按第一行把 deM 展开 •. 
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del/4 = a n det4 n - a, 2 det4, 2 + …+ ( - 1 ) w “det4 lfl . (3^8) 

在展开式 (3. 8) 中，有矩阵枣 4 的行列式，它们是（^)中除去第一行后的所有变童 

的多项式.于是函数/关于 a „ 的偏导数有形式.= r^-(a If det^ I( ) = deL4 M •在 

ud\ I 

£点，得到 


^ ⑷ =1. (3.9) 

于是，函数/在£点的梯度不等于 0. 

现在证明，在任意点戽 eSi(n,R), 函数/的梯度也不等于 0. 我们引进新的 
变量它由下面等式给出 ：（6 V ) ^ (%)•若/4=4 0 ，则丑=尺 

那么 

/( A ) =/(i4 0 B) = det(4 0 fl) = det4 0 - detB =/( ). 

微分上式，利用复合函数求导法则，得到 

按照公式 (3. 9)，等式 (3. 10) 的左边部分等于 1. 于是右边部分至少一个被加项不 


为0,就是偏导数#(、）中有一个不为0,和它一起，也有函数/的梯度不为0.于 

. 如 a • 

是，定理〖的条件得到满足，也就是群 SL<n，R) 是光滑流形，维数为 n 2 - 1. 

定理丨容易推广到非线性方程组的情形.我们指出，定理1的条件可用下面方 
式叙述.函数/的梯度表示为函数/的偏导数行的形式，也就是函数/的 Jacobi 矩 
阵. 那么/的梯度在某点尸。 e 的非平凡性等价于函数/的 Jacobi 矩阵 c// 的秩等 
于1,即取最大的秩. t 


设给出方程组 

/ 2 (/ ， •••〆 ） -C 2 9 


(3.11) 


尸(/，"• 〆 ） = c *， 

简略地可写为 /( x ) ，这里 JT = (/, …， /) G R ft ，c = ( r \ … 〆 *) e R * •而/是映 
射，由函数 a V "，）所定义 • 方程组 (3. U ) 解的集合 A /, 称为函数组 (/ V ”，/ A ) 
的等高线流形. 

定理2设/:『— R 4 是 C •类光滑映射 ，屹是 方程组 /(jr) ^解的集合.若 
映射/的 Jacobi 矩阵的秩在每一点 P。e 乂 都取最大的秩（即 rankd/( P 0 ) = A) ， 则 
屹是 (n-W 维 CT 类光滑流形.同时，在每一点 Poe% 的邻域中，可以取外围欧 
氏空间 IT 的某 (/i-O 个笛卡儿坐标作为其局部坐标. 

证明 定理2的证明是逐字逐句地重复定理〗的证明，仅有的差别是,不是一 
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个变量/，而是个变量…， W ). 用一个字母来表示这组变量，臂如说少二 
U ' …，， ）， 我们将得到在定理〖的证明中所得到过的同样的公式.定理证毕. 

例4 在具有坐标 (/, /， 〆 ，？）的欧氏空间 R 4 中，考察两个方程的方 程组： 

U') 2 + ( ； r 2 ) 2 =l，（/) 2 + U 4 ) 2 =l. (3.12) 

相应的函数/,和/ 2 有形式 


/'(«' yX 1 .X s 9 x 4 ) -(x ) 2 + (x 2 ) 2 J 2 (x ] 9 x 2 t x\x 4 ) - {x ') 2 (x 4 ) 2 . 

为了应用定理 2, 我们来计算映射/= (/ 1 ) 的 Jacobi 矩阵： 



很明显，仅当 Jacobi 矩阵的某一行的各个元素都等于零时, rank / 矣〗 ，但这些点不可 
能是方程组 (3. 12) 的解.于是方程组 (3. 12) 的解构成2维的 C " 类光滑流形.因为 
方程组 (3. 12) 分为两个方程，每一个方稈有自己的一组变量，所以解的集合也可 
以表示为每个方程各自解的笛卡儿乘积，即方程组 （3. 12) 的解表示为两个圆周的 
乘积.这个流形称为（二维）环面. 


3.3 切向董切空间 

在第一章中看到，对研究曲线和曲面的度量性质，以及一般地，对研究欧氏空 
间区域的度董性质来说，所谓空间的无穷小性_着重要的作用.这样的性质是在 
固定点 P 的很小的邻域中，用忽略掉与到/ 1 点的距离相比是高阶小量的方法来确 
定的 • 在数学分析中，在研究某点邻域中函数的性态时，有类似的略掉无穷小量的 
手续.在研究光滑流形时，也希望实行略掉无穷小量的做法.这些方法之一就是引 
进类似于曲线的切向量和曲面的切平面那样专门的概念. 

3.3.1 简单的例子 

我们考察三维空间 R 3 中光滑曲线，用参数 f 使它参 数化 : jc = x(0 =(^(0 . 

固定一个参数值^在点~的邻域中，将向量函数 x = x ( t ) 用泰勒公 

式展开 

x ( r 0 + Az ) =又(， 0 ) ^^(« o ) A / + 0( A / 2 ). (3. !3) 

(3. 13) 的右边的前两项，一方面可看作在点 t 。 的邻域中用线性向童函数对向量函 
数 Mr ) 的某种近似，另一方面这个线性函数火仏） ^ x ( t 0 ) 仏在 R 3 中为 

过点^ ) 的直线的参数表示.这个直线是曲线 xU ) 在点 P 。 的切线，而沿着 
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直线的向置称为曲线40在 点匕的 切向最 （图 3. 7). 

现在考察三维空间 R 3 中的曲面 W ， 它由两个独立参数 U ,!； 的向量函数 x = 
: t ( M ) 的参数形式给出.曲面 xkt ；), 若偏导数 p ( u ， i ；) 和芒 U ， tO 作为 R 3 中的 

du aV 

向量在每一点都是线性无关的，则称曲面 I ( u ， t ;) 是正则①曲面.按照泰勒公式在 
点（％,〃。）将函数展开 


x(u 0 ♦ + At^) =:(w 0 ,t; 0 ) 


dx 

du 


(w 0 ， t， 0 〉A 



^(u Qy v 0 )Av^O(Au 2 十 Ap 2 )， (3. 14) 



89 3.7 


图 3.8 


我们得到，展开式(王 14) 的线性部分表示了曲面你在点&=^«:(%，1；。）的切平面 
77,它是两个参数的表示式（图 3. 8). 切平面17 上任何以为起点的向置称为曲 

面在点/^的切向置.切向量《分解为向量 gu 。 為）和的线性组合 

€= : ~(^ o ^ 0 ) Au ^^( u Q , v 0 )^ v f 

其中 Aa , At ; 为适当选择的 参数. 这样，向量 f U 。，!；。） 和 f U 。，!；。） 组成了切平面 

uu OV 

n 的基底，而量 Au ， At ； 便是切向 m f 在这个基底下的线性坐标， 

现在，在曲面 W 上画出过点的光滑曲线 JT = X (0. 因为曲线 JC =40在曲 
面 W 上,所以它的参数式可以表示为函数: C ( U ，1；) 与某些函数的 合成： 

x(t) =x(u(0 y v(t )). (3. 15) 

这也可用另外的方式叙述 :函数 uU ) ，^0是在曲面 A / 的局部坐标系 （ u ， w ) 中曲线 
的参数表示 • 那么，曲线通过点 P 。 的条件可以写为坐标的条件 = u (~)， i ;。 = 

①原文为 “HcswpoiweHHbrtr (非退 化的) -译注. 
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”(心）.现在来计算曲线的切向景（或称为曲线的速度向量） 

告 (h) - 4 -(x(u(t) y v(t ))) 

fit dt |^|q 

’ v ( V) )^(^o) ^ ^(w(^ 0 ) ) 尝 0。) 

( z 。) + f K / " 0 ) f (£0) - 


于是，曲面舲上曲线的切向量在切平面上. 


定义1设 + g ( Wo ) f 2 是曲面 W 在点/的切向量.则数 

(f j 2 ) 称为曲面 A / 在点^的切向置篆在曲面从的局部坐标系 （ W ,〃） 中的坐标 • 
若 （〃' y ) 是另外的坐标系，则坐标 u 和表示为坐标（/ 〆 ）的光滑 函数: i / = 
w( 〆〆 ） 9 v - v ( u f y ) , 1*0 = u (l / o ^ o ) = v ( u ! j ， v ’ 0 ). 那么，看作函数的合成时，我 
们得到曲面 A / 的新的参数式 

X =x{u(u y) y v(u\v f )). 

因此曲线 (3. 15) 借助于某些函数 U # (0， i / G ) 可以写成 1(0 = xUU '(0, 
v ( t )) Mu ( i ) yu ))). 那么，按照曲线的切向量在局部坐标系 （ 〆 ， 〆 ） 中的坐标 

定义，数对是曲线的切 向置的 坐标.微分复合函数，得到曲线的 
切向釐在不同的局部坐标系中,其坐标之间的 关系： 


會 0 。) = ^ u “ i,; )^( f 。) ^^<yo)^-u 0 ). 


(3.16) 


3.3.2 切向置的一般定义 

考察过的例子表明，可以给出流形切向量的一般定义. 

定义2 设 M 是光滑的 /I 维流形, P 。 e M 是任意点.使每一个局部坐标系 
( 4 ，…， < ) 对应一组数(匕 , ••• ，0 , 若对每一对局部坐标系满足下面的关系式 

(3.17) 

则称此对应为 流形财 上一点 P Q 的切向置. 

数(夂，…,^称为切向量《在局部坐标系（<，…，0中的坐标.关系式 
(3. 17 >称为在局部坐标变换下切向量 f 的坐 标变换的张置规则. 

定义2推广了曲面上曲线的切向量的坐标概念.那些坐标变化的规则 (3. 16) 
是流形上切向量坐标变换的张量规则 （3. 17) 的特殊 情形. 并且，光滑流形上的每 
一条光滑曲线的每一点具有定义2意义下的切 向量. 我们把这个重要性质叙述为 
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命题 • 

命题1设 W 是光滑流形 , y :( -丨 ，1)—. W 是区间 （ -1，1)到流形财的光滑映 
射.则使点 P 。= y (0 ) 的邻域中的每一个局部坐标系对应一组数 

^(7(0) ，…， ^的对应是定义2 意义下的切向量. 


为证明命题1,只要验证坐标变换的张量规则 （3. 17) 即可. 设誌： 


昝 (沁 )) 


(/ 这里 (4 , •••，<)是流形从上点的邻域中的局部坐标系.那么 


对两个局部坐标系，得到 

ta =^*a(rO)) 。 = 去 4(4(7⑴) ，…， <(y ⑴ )) 


= I s <y(0) ^ (r(,)) l- = t 竞 ( p °)‘ 

这就是张董规则 (3. 17). 命题证毕. 

于是,在命题〖中指出的对应很自然地称为曲线 y 的切向置或曲线 y 的速度 
向量.曲线 y 的切向量将表示为尝(/。）或⑷。)， 


3.3,3 切空间 


流形 A / 上固定点 P 。 的所有切向量的集合称为流形 Af 在点 P 。 的切 空间. 这个 


集合用 7 V fl ( M ) 表示. 每一个切向量由其在一个固定坐标系中的坐标唯 

一确定.实际上，若给我们一组数 V ),并且把这组数当作是在固定的局部 
坐标系 bio ，…， <„) 中所求切向量的坐标，即7/ 4 =匕，那么对给出整个切向量来 

讲，必须确定出它在每一个局部坐标系 （ <，…,0中的坐标•为此，设 


6 I 笋 WV 

/:i 


所得到的坐标应该满足坐标变换的张 M 规则 (3.17) : 

n dX HP,U = i d fr(Po) i ^(PoU 

ao i-1 似 / = 1 作太 ao 

dX \ p o )?^( Po )) v L . 



dx 



/:J 



dxy ° < 


因为给 p 。) 




Z 三重坐标变换的 Jacobi 矩阵的变换规则）， 

, e | dx fi dx 


所以关系式 (3. 17) 恒等地满足. 


于是，我们已建立了流形你上点尸。的所有切向量的集合由它们在一个固定 
局部坐标系中的坐标来唯一地 描述. 因而整个切空间7>。（似）与算术向量空间 IT 
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可视为同一空间.这就是说，切空间 7 V A /) 可以具备线性空间的结构 . 、（你）中 
的线性空间的结构不依赖于点邻域中局部坐标系的选择.即下面的命题是正 
确的. 

命®2切空间 7 V D ( Af ) 中向量的加法运算和数乘向量的运算不依赖于流形 
M 在点邻域中的局部坐标系的选择. 

证明验证命题的正确性是基于切向量坐标变换的张量规则 （3. 17) 的线性 
性. 


3.3.4 函数的方向导数 


还有一种表示流形 M 上切向量的方法，就是把流形 W 的切向量想像为光滑函 
数的微分运算. 

定义3设/^^£7>。（对）， 7 (/)是过点/>。的光滑曲线， y(f 。） 并且 
它在点 P。 的切向量等于泰设/是流形 Af 上的光滑函数.称数 

⑴）匕=^(/> (3.18) 

为函数/沿着切向量 f 的 导数. 求导数的运算称为函数/沿着向置 f 微分. 

定理1设 U 1 ，…, /) 是流形 M 上点匕= Ui， …， O 的邻域中的局部坐标 
系， f = …， D 是流形胂在点 A 的切向量/=/(乂， …〆) 是点 P。 的邻域中由 
局部坐标(V ,表示的光滑函数.于是 

€(/) = S 乎 i(4, … X)r (3*19) 

dx 

W 此，导数的定义 （3. 18) 不依赖于曲线 y 的选择，而 （3. 〗9)的右边的部分不依赖 
于局部坐标系的选择. 

证明把过点 P 。 的曲线 y (0 表示为坐标形式. 1(0 =(/(0 ,…，/(0).则 

1 

按曲线之切向量的定义， f 0。） =f. 于是 


i ( f ) =^( r ( 0 ) …广合 ( xl ⑴ ，…， xn ⑻ 



= S 

i = 1 


df f I n^dx 1 

dx ^ o -, x 0 )- 


- Z 乎 ^，… x) 客 . 

«0 r c 1 OX 


定理证毕. 

光滑函数 / 沿着切 向置篆 的微分运算有下面两个 性质： 

1 °沿着向量左的微分运算是线性的，即若/和 g 是两个光滑函数，而 A ， M 是 
两个任意的数，则 


2 °沿着向量 f 的微分运算满足牛顿-莱布尼茨公式: 



64 


第三章光滑流形（一般理论) 


若/和 g 是邻域中的光滑函数，则函数/和 g 的乘积有如下 公式： 

€( fg ) =/“ i ，."，0 丢 U ) +((/) 茗(4,…， <)• (3.20) 

我们给出一般的定义. 

定义4设有运算/ I ，它使光滑流形 M 上的 CT 类的每一个光滑函数/对应于 
数勒 ，并且后者满足性质1 °和 2' 则称 A 为点 P q eM 的微分运算. 

定理 2设你是 C 00 类光滑流形 , P 0 eM 是任意点3是定义4意义下的微分 
运算.则运算4与点 P 。 的沿着某个 （ 唯一的 ） 切向量 f 的微分一致. 

证明 我们将在点邻域的某个局部坐标系中寻求切向量而表 

示成坐标行的形式.这时可把所有光滑函数表示为变量的函数的形式. 
我们证明两个辅助的引理. 

引理1任一 C •类光滑函数/( V ,可表示为 

=/(4•…•欠 2) + 土 + 

.=i dx 

II 

X M * 1 ， … 〆 八乂 -心以-岵〉, (3.21) 

ij*l 

其中〜(八… 〆 ）是 cr 类光滑函数. 

证明我们写岀恒等式 

/(X 1 ， …〆) ■/(<，…， <) + 丄去 /(:i + 心 1 -*i) ， … ， + 心 ” -O) 出 , 

并在积分号下关于 t 进行微分 

/(*】，•”，*") =/(* J ，"_，《 S ) + 2 ( i ，… 〆 ） • (3. 22) 

iml 

其中， 

h i ( x ' ，•• 〆 〉= ][ 普 ( x ' 0 + t (» } - x ] Q ) ，… ^ t ( x n - xl))dt (3. 23) 
现在应用公式 (3. 22) 到函数 / i . U 1 ， …本身， 得到： 

n 

AfU 1 ，… 〆 ）= …， O + $ ( P ，…，: t tt ). (3. 24) 

将 (3. 24 ) 代人 (3. 22) 中，并考虑到 (3. 23)： 

/( 尤 1 ， …〆 ） =/(4，.”，o + 全 （ W -4)3(4,… ， W) + 

r>l dX 

i (: … 〆 ) • 

引理 2 设 /, g 是流形 Af 上的两个光滑函数，满足 /( P c ) = g ( p 0 ) =0•则对点 
的任何微分冬等式 XCfe ) =0成立. 

证明由牛顿-莱布尼茨公式 (3. 20) 立刻得到. 

现在,我们转到定理2的证明 • 把函数/表示为 （3. 21) 的形式，并在其两边进 
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行微分运算九由于运算是线性的，得到 

4(/) =/ ui ， …， <)4( 1 ) + 士 $(•<，…， ow -均)+ 

iTl dx 

n 

V 4(( 太 4 -O ( Y -4) M_ rl •“ ‘ 〆 ）） - (3. 25) 

ij * 1 

我们指出，对于等于1的常数函数, .4( 丨） = 4(1 - 1) = A (\) ，1+1 • ^(1) =： 
2/1(1) =0•其次，在 (3. 25) 的最右端和式中，表示为两个函数和 ( W -<) • 

\(^，…，，）乘积的每一个被加项，在点 A 这两个函数都变为 0. 所以根据引理 
2,4( U ‘、4)( V -4)〜( xW ))=0- 于是， 

Hf ) - 2 

HI 

所以令 #=4(/ -4〉，我们得到这样的向量杳：（<，•”, n , 使 

Mf) (/)• 

定理证毕. 

把在某个局部坐标系，…,^ ) 中求偏导数的运算看成光滑函数的微分的例 
子.根据定理2,运算$是一个切向 tt , 其坐标为(0，*"，1^",0)，这里1在指标为 

A 的位置上.因此切向量构成切空间/ V 。 （你） 的基底，而所有的切向 量在二 
( f 1 ，…， r 〉可分解为线性组合 f = < A +…+ r 

dx dx 


3.3 .S 切丛 

流形 W 在点心的所有切向量的集合 7 V fl ( Af )， 如我们已经知道的，是与流形 


财维数相同的线性空间•流形 A / 的所有切向量的总和表示为并 U T Pt 、（ M ) •这个 
空间记为 T ( M ) ，并称为流形 M 的切丛. 


考虑下面的例子 :圆周 S ^ R 2 . 在图 3. 9上指出了圆周在点 P 。 和（?。的两条 
切线和有共同终点的两个切向 Mf 和不所以，为使切丛 7 X 夕）表示成安置在欧氏 
空间中的拓扑空间，必须转移到三维空间 R 1 中，并且把圆周的切线相对于平面 
U ，. r )“ 转动”一个角，以使它们不再相交(参看图 3. ⑴)•这时切丛八夕）变为单叶 
双曲面（几何的柱面 )• 同时失去了切空间 7^(4) “紧密接近"于圆周的 性质. 我们 
好像“脱离”了圆周的切线并“忘记” 了“纤维”应当切于圆周 S 1 . 为使 T Po ( S ') 与 S ' 
相切的性质不失去,并且使不同“纤维”不相交，可以将切丛嵌入 R 3 的^法作不大 
的改变•这不是在整个圆周 S 1 h 能够做到的，而仅在它的一部分弧上可能做到.我 


们把弧作为螺旋线嵌人 R 3 中，这时螺旋线的切线不相交 ( 




3.11). 






第三章光滑流形（一般理论) 



图 3.9 图 3. 10 


我们考察力学的某些例子，这些例子说明为了描述力学的体系，研究非平凡的 
流形以及它的切丛是适宜的. 



@9 3.1] 图 3- 12 


例1考察摆的平面运动，即用铰链固定其一端的刚体杆 （ 图 3. 12). 这时杆 
的位置由一个参数确定，此参数就是杆的轴和铅垂线之间的角 A 因此，杆的所有 
位置的集合是圆周—切位置的集合称为构形空间. 

考察两个铰链的摆——两个用铰链连接的杆（图 3. 13). 摆的位置由两个角 
中' 和 A 确定，而所有的位置的集合表为二维的环面尸=岁 x •^图 3. 14表示了 

另一个系统，在这系统里，构形空间是嵌入 R 3 中的环面. 






3.4 子流形 
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例2在力学中，通常用参数组来描述一个力学系统的运动.这组参数描述系 
统的位置和其各部分速度的状况.考虑到速度的力学系统的所有位置的集合称为 
相位空间•那么相位空间自然地等同于构形空间的切丛.例如，若质点在二维球面 
1二以常数模的速度运动，那么相位空间在此情况下将是由等长切向量组成的切丛 
的子集. 

例3也有构形空间和相位空间的更复杂的例子.例如，考察具有固定点的刚 
性立体 • 它在 R 3 中一切可能的位置可用下面的方法来 描述. 在刚体上固定三个规 
范正交向量始点在固定点.那么.具有固定点的刚体的任何位置唯一地 
由这三个向量在 R 3 中的位置给出.这样构形空间可等同于 R 3 中所有规 
范正交基集合的连通分支 • 


3.4 子流形 


3.4.1 光滑映射的微分 

定义1 设 J ••牝 — M 2 是光滑流形的光滑映射 . 队 : /( P 丄在 P 0 及 /( P fl ) 的 
邻域的局部坐标系中，由映射/的 Jacobi 矩阵所定义的切空间7>。（你, ） 到切空间 
（ M 2 ) 的线性映射称为光滑映射/在点的微分弘 v 

微分办 p 。 的定义1，不依赖于点 P 。 eM , 和 Q 0 bM 2 的邻域中的局部坐标系的 
选择.为了说明这一点,只要用光滑流形微分的术语将定义 I 改写一下就可以了， 
在这个术语中根本没有任何局部坐标参与. 

引理1设是光滑映射 /( A ) =队，^7>。（％)是流形在点 P D 
的切向量， 17 =#,。（篆)是流形岣在点仏按照定义 1 的意义的切向量.则对流形 
上的任何光滑函数 g ， 下列关系式被满足 

V ^ s ) (3. 26) 

关系式 <3. 26) 的验证在任何坐标系中进行就可以了 .（3. 26) 的右边不依赖于 
局部坐标系的选择.由此知道左边部分也不依赖于局部坐标系的选择. 

引理2如果 y = y ( £ ) 是流形 M , 上通过/ V 7 (U ^的曲线4是曲线7在 
点的切向量，在映射 M 2 时,1；=机。（（）是曲线 7 的像/( 7 0))的切 
向量. 

此引理可在流形扎和 W 2 的某个局部坐标系中直接验证. 

例1把光滑函数 y =/(4看作流形间的光滑映射 /: W — 于是按照定义 
I •微分就是由 ^( R 1 ) = R l 到 7> ( 幻（化） = R 【 的线性映射，即 r ;=/ •在数学分 
忻中，函数 /( 幻的微分理解为函数/增量的线性部分，它是两个独立变量 U 和厶） 
的函 数:办 =/⑷心.因此，令心办1，我们得到概念是一致的. 


68 


第三章光滑流形（一般 理论} 


例2考察 n 个独立变量的光滑函数7 



f x n ). 与一个 变遺的 函数一 


样，把它表示为流形的光滑映射•于是映射/的微分是切空间的线性映 
射 ci / Po ;7 v D (m 、（io =化，这里尸0 = (；^，一，<),<? 0 =/(4，",4).微 

/ 给出.另一方面，函数/的微分是函数/ 

kt\ dx 


分在局部坐标中由公式7； 


的增董的线性部分，它是两组独立变量(/，…， /) 和（办 1 ，••• 〆 ，）的函数 


dy = df(x l 9 ---,x n ) 




ri dx 



u 1 y -^x)dx 


令 < = 厶*，77 = 办,我们得到函数的微分与它作为流形的映射的微分这两个概念是 
. 一致的.此外，微分 d / p 。 的矩阵是映射/的 Jacobi 矩阵，而从另一方面也是函数/的 
梯度 grad /; 这样/的梯度就是在规定的坐标系中微分的矩阵很清楚，在坐标 
变换时函数/的梯度的分量也将改变. 

例3考察光滑函数/=/(/，•••，/),并设 P c =(<, …， <) 是函数/的极值 
点，于是分析中一个定理说，这时 grad / Po =0. 在我们的术语中，这就是说, =0. 
这个结论推广到任意流形的 情形： 若在点 P 。 eA / 光滑函數/达到局部极大值， 

^ 4fp 0 = ®- 

这种情况在流形的理论中得到新的阐明.在欧氏空间的区域中，总是存在这样 
的光滑函数，使其梯度在每一点不为0, grad /^0. 而对光滑流形来说已不是这样. 
例如，在二维球面 S 2 上，对所有的光滑函数/来说，其微分#至少在两点为0:函数 
/的极大值点和极小值点 .一 般来说，若 M 是紧致光滑流形，那么对所有的光滑函 
數/,使微分#等于0的点不少于两点.图 3. 15表示在二维球 S 2 上的“高度”函数 
微分的性状.而图 3. 16是在环面尸上的“髙度”函数. 



图 3. 15 




图 3. 16 


例4 f ： R n ^ R m 是线性映射.这个映射用坐标可写为矩阵的形式 

I = M # 


3.4 子流形 
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K = 

(V) 

• 

m 

• 

J (: 

噶 

，/ 1 = 

…〜， 

• 籬 

• t 參 

鬌 豢 






… a mn 

/hi oin 


耶么，很明显，映射 / 的 J acobi 矩阵（也就是微分 d / P 。） 就是矩阵 4 . 换句话说， 
: m . 其实这是不奇怪的 . 若把 微分伞 p 。 也想像为在许多自变量情况下映 
射增量的线性部分，那么，得到 - AX ^ A ^ X . 于是，增量 AY 本身恒 


等地与其线性部分一致 . 于是线性映射的微分不依赖于点 Po^R 


3 - 4.2 映射的局部性质和微分 


定义 2 设 / : Af ^ Af 2 是光滑 映射 . 若映射的微分也。： 

Qo =/( P , ) ，是满同态①，即映射到整个空间〜。（屺） 上 . 则称点 ^ e 札是映射 / 

的正 则点 . 若原像 ( 久）中所有的点 A 都是映射 / 的正则点时，则称 A e 鹎为 

映射 / 的正则点 . 

下面的定理是 3 . 2 中定理 2 的推广 . 

定理 1 设 是光滑流形的光滑映射 ,^ eA / 2 是映射 / 的正则点.则 
原像嶢 = 广（仏）是光滑流形 , dim ^ = dimAf , - dimA / 2 . 此外，可以取峋上的某些 
局部坐标作为流形 A / 3 的局部坐标 . 

证明为证明 W 3 是流形，在每一点的邻域中应用 3 . 2 的定理 2 即 
可 . 我们得到 , 每一点容许有邻域 U bP 0 同胚于欧氏空间 R … 的区域，这 
甩 r ». = diniA /, ,m = dimAf 2 . 此外，可以取流形 Af , 在点尸 0 的邻域的局部坐标(/，…， 

中的某 U - m ) 个坐标作为邻域 U 中的局部坐标.若这些坐标是 
• r — ) ，那么其它的坐标 （ /) 在 W 3 i： 可表示为（〆 _ ， … ， x 的光滑函数.由此得 
到 ^/ 3 是光滑流形 • 实际上，设 (/ ， … ， /) 是流形牝上的另外的坐标系，（/，••_， 
构成屺上的局部坐标系.则 

y * —(A … 

=y k (^ , (« 1 f 4,m %x n {x ii •“•，,"）> 

是光滑函数 . 定理证毕 . 

定义 3 设 /: 圪 ^ M 2 是光滑映射 . 若在每一点 PeM } /^ df P ： T P ( M { )-^ 
( 屺 ). 是态同胚②，即是到自己的像的双方单值的映射，则称映射 / 为漫入.此 
外，如果映射 / 双方单值地映射到它自己的像 /( 对 , ） 上，并且 /( 你 , ） 是闭集③， 


① 原文为 3nHM0p<J)H3M - 译注 • 

② 原文为 MOHOMOJxj)M3M - 译注 . 

③ 有的书中无是闭集的条件，而有此条件时则称为正则子流形，这里的子流形即正则子流 
形 —— 译注 • 
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则映射/称为是嵌入.这时像/(圪）（就如同 M , —样）称为流形对 2 的子流形. 

例 S 根据定理1,映射/:虼 -> Af 2 的正则点的原像是子流形.实际上，可以取 
外围流形 A /, 的某些局部坐标作为 A /, 的局部坐标系，那么在局部坐标中，恒等映 
射# 为 




•，广"）， 


x a = x °( x l ,…，： 

所以 Jacobi 矩阵如中包含了单位方阵块.于是 rank d < p = n-m •即 d<p 是态同胚. 

例6考察映射/: S 1 — R 2 ，它由公式/(少）= j cos , sin 2 (p t 给出.速度向董:等 

= I -sin ^ p ,2 cos 2 < p \ ，并且在任何点不等于0,即 

Jacobi 矩阵的秩等于1.所以/是浸人（参看图 3. 17). 

图 3. 17中描绘的曲线是双叶玫瑰图的一种，并且可能 
于示波器上在垂直和水平扫描正弦曲线的信号时 
得到. 

3. 4.3 流形在欧氏空间的嵌入 



我们在本段中介绍惠特尼 （ H . Whitney ) 定理•.任何紧致流形都可看作足够大 
维数的欧氏空间的子流形. 

定理 2( 惠特尼弱性定理）设 A / 是光滑紧致 流形. 则存在嵌入# / V -> R\/V 
为适当选择的维数. 

证明 设是有限图册.«，…， <) 是图 f / a 中的局部坐标系.不失一 
般性，可以认为图 R 同胚于半径为1的球 ZTCR n ， 而且，坐标…乂）实现了 
图纥到球 ZT 的同胚仏.其次，可以认为球 ZT 在 R n 中,并且不包含坐标原点.借 
助于 R " 中的平行移动，这是可以做 到的. 进一步，设 D : CD n 是与球0” 有同一球 
心，而半径小于 Z> a 的球,而且， 幵集 UX ' ( W ) C %覆盖了流形 A /. 设/是 R M 
上的光滑函数，在 /): 上恒等于1，并且 supp / cD ", 设 

a lo, P^U a . 

显然，尸 e W 时， <( 尸 ）=<( P ). 我们得到光滑函数组 | y a (/>) 丨，共有 TV = 4个函 
数.这组函数共同实现了流形淤到欧氏空间 R " 的映射心 〆 / 3 ) = \ y k a ( P )\ bR \ 
我们来证明，映射 g 的微分的秩，在每一点都为 n •设 PeM 是任意一点, 





3.4 子流形 
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K 3 尸 ,（< ，…， <> 是局部坐标系 • 映射 g 在 P 点的 Jacobi 矩阵，在局部坐标系 


U1," •乂！ 中由偏导数 {¥(P)/ 屺 } 组成 • 特别，若 # = cr, 则有 




(P) 




(P) 


(J 


即贫的 Jacobi 矩阵含有 n 阶单位矩阵块，于是 rank rfg =仏 

于是映射 g 是 浸人. 为使映射 g 为嵌人，必须使不同的点戶和0变为不同的 


点客(尸)和 

作新的映射 

《(戶 ）« ⑺血 (尸川 

它与容一样，是浸入.现设 P 和，是流形上两点.考察使 /( a ( p )) =1的数 

«，若/(%(<?)) < 1，则&(尸）尹客 （C ); 若/(%((?)) = i ，_/ a ( P ) :<(/")， 

y k a (Q) =<((>> •这就是说对某个 L 坐标(<，•",<)中有 4(F) 即 i(P) 

^ (⑺ •于是映射 i M—iT “是互相单值的浸人，即嵌人定理证毕. 

于是，任何光滑流形 Af 都可看作欧氏空间 R" 中作为子流形的嵌入，此欧氏空 
间 R" 有足够大的维数八.实际上，欧氏空间 R" 的维数本质上可以降低.例如， 
R nw 中的球面 S n ,1^中的环 T . 射影平面 /?〆不能装人 R 3 中，但能嵌人到 R 5 中. 
事实上，设是点 P 在中的齐次坐标.设 




4 

A +4 +4 


得到映射 



g ： RP 2 -*R\g(P) -g(x^x 2 ： x 3 ) 

= (y\y\y\y\y 5 f y 6 )- 

实际上，映射 《的 像在由方程分 +/♦/=! 给出的线性子空间 R 5 cR 6 中. 


3. 4.4 流形上的黎*度量 


现在，可以给出流形上的黎曼度量的一般概念，它的特殊情况，在前面已考 
察过. 

在光滑流形 M 的每一个切空间 T P (M) 中，给定的正定数量积族叫做黎曼度 
t 若在固定点 P 的邻域 f / 的坐标系 U 1 ， 中，则在 7 V(W) 中也给出坐标 
u 1 , …， r) •在坐标系«,…， n 中，数釐积由非退化的度量矩阵 g = (~) 所确 
定，它依赖 于点. 在变为新的坐标系 （y 1 ， 时，矩阵按规则 

糾) - t g ^ p) ^ p) % {p) 
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变化，这里 C ^ ) 是在新的坐标系 ( y 1 ，•“,/)中的数量积矩阵. 

定义4光滑流形 M 的每一点 P 的切空间 T P ( M ) 中一非退化的正定数量积 
族，并且数量积矩阵在局部坐标系中是局部坐标的光滑函数，则称此数量积为光滑 

流形你的黎曼度量. 

度量可以作为对应给出，对图 R 的每一个坐标系«，…，<)，对应于图％ 
中的矩阵值的光滑函数(/ > )= ( g a ,( P )) ，满 足： 

1°矩阵 C °( P ) 是对称的和正 定的； 

2°系数按下面的规则变换 

G ；( P ) = V ^( P ) ^( P ) ^( P ). (3. 27) 

kj = 1 

这里，若在=(^,.-，0,巧=«，一，％)是两个切向暈，那么,篆,巧的 
数鼋积表示为 


(i^v) = Zg ： (P)^r/ a . 

下面，我们在流形上引进一般的黎 k 度量的结构. 

设广乜—鹎是流形乜 到流形 W 2 的光滑的嵌人， dim% =m，dimM 2 = 心在 
流形虼上定义了黎曼度置，此黎曼度量在图册 If/ n l 中由一套矩阵函数 |C a (P) = 
(%(/>))!给出. 

于是，嵌入/在子流形礼上给出了由包围流形的黎曼度量所产生的黎曼 
度量.实际上，不失一般性，可以认为子 流形軋 的图册I匕I由交 

v a =A/,ni/ a 

给出，而在图匕的局部坐标为1<|在 V。和 t/ a 中，嵌入/由一组公式 

X a K :) 

给出.这个映射的 Jacobi 矩阵有最大的秩 


Va 




m = dimAf ,. 


流形 A /, 的度量由如下度量矩阵给出 


(%(尸）） 

I ^ PeV a , 


其中 


^( P ) ^ g a u ( P ) 


dxt . Sx ! 


命题 1 


(3. 28) 给出了流形的黎曼度量. 


(3. 28) 


证明度量 ff °( P ) 的对称性和正定性由 （3. 28>的代数性质得出.现在只要验 
证满足变换规则 (3. 27 > 即可，由 < 3, 28 )，有 

KQ/ p\ a / pv ^ X a ^ X a fl / p v ^ X， fi 

8x a dx a dy a dji 


屬鍾龜義 


•槪 
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因此，变换规律 (3, 27) 得到满足. 

推论 1在任何紧致流形上存在黎曼度 M. 


证明 我们提醒一下，由命题丨知，若在外围流形岣上定义了黎曼度量，那 
么在其子流形 Af, 上也就有了黎曼度量. 


由惠特尼定理，问题归结为在欧氏空间上构造黎曼度量.由于 R" 被一个 
图所覆盖，所以只要一个函数 G(P) ,PeR^ 就可以 T 可以取 G(P) 邑 E，E 是单位 
矩阵作为这个函数.因此，即使在 R‘ v 上有一个黎曼度量，那么在任何紧致流形上 
同样存在黎曼度量.推论证毕. 

习 题 


L 作出环 r 到 R …的嵌人. 

提示 环 r 是由 r - 1 关于轴旋转的超曲面. 
2. 作出 s 2 x 尸在 R 5 中的嵌人. 

提示 & R 5 中找出同胚于 fx 妒的开区域. 


3. 4. 5 Sard 定理 

在上一段中，我们表明了，如何根据微分的性质推出光滑映射的局部性质.相 
反,在某些情况下，可能根据映射本身的性质推出微分的性质.例如，若/:軌 — 你 2 
是光滑同胚，则如 3.3 的引理2中已经表明的•微分命 ：7V(A/,) —7> <n (iW 2 ) 是同 
构.现在，我们考察在某种意义下是定理1中所解决的相反的问题.设/: A/,—A/ 2 
是 流形岣 到整个流形 M 2 上的光滑映射，即 /(M,) ，这样的映射可认为是类 

似于线性映射的满同态•那么，可以提出问题 :微分 #:7>(A/,)—r_( 鹎） 是满同 

态吗？可借，不是这样.细看下面的例子.设 Af, =A/ 2 =R'= A 
^R l . 则 / 是光滑映射，并且 /(R 1 ) = R 1 •但是，在点 x = 0, 微分分 =0 ， 这就是说不 
是满同态•而在其他一些点,微分分=3?办是满 同态. 从考察的例子中，可以预料 
到所提问题的一般答案.我们把它叙述为下面的结论. 

定理 3( Sard ) 设/:岣^化是紧致流形间的光滑映射.于是，映射/的正则 
点 C? e 的集合 C 是处处稠密的开集. 

在证明定理3之前，考察几个例子. 

例 7 设广 R 1 —f /(x) =a = 常数.在此情形下，微分妒在任何一点都不是 
满同态•但是，像 /(R。 由一点 a 组成，就是说，按照定义，所有的点都是正则 
点（因为 =0). 于是正则点的集合是处处稠密的开集. 
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第三章光滑流形（一般理论1 


例8设 / zR 1 — f 是有限的光滑函数.设 F = U :/ U ) =0 |•集合 F 是闭 集. 
像/(厂)是紧致集合，并且是由所有的非正则点组成.我们证明 /( F ) 无处稠密.若 
这不对，那么具有内点: Ke /( F ), 即点 y 和它的某邻域一起在 /( F ) 中 ， ye "C 
f ( F ). 因为/是有限的函数，所以像 /( F ) 在某个区间的像 /([&/>]) 中•换句话说, 
证明当厂=尸门[^，6 〗时/(^无处稠密就足够了.设厂是集合厂的某个邻 
域， VC ( -2 d .2 fl ). 于是/( V )包含了邻域 t / •就是说，可以找到点 xel /, 使 / U ) 的 
绝对值大于 e = diain U /破 缩小邻域 K , 得到点列 e 广.不失一般性，可以认为 
-T n ^ 0 g F f . 此时厂 ( O - tT (%) ， 即 l /' U 。） 1彡6这与下列条件矛盾 :在点 ％ e 
F f C . FJ \ x Q ) =0. 

用更一般的方式叙述定理3更为方便 .•若 FC 軋 是紧致集，由非正则点组成， 
则集合 /( f ) 无处 鲷密.我们指出，只要当 牝 是欧氏空间的闭圆盘邻域时证明定理 

3就可 以了. 实际上，用有限图册 f / a 覆盖岣并取 Let Cf / tt ， 使匕同胚于欧氏 
空间的圆盘.设心 c ^/ 2 是映射/在 t 上的正则点的集合.则交 c = nc a 是整个映 
射/的正则点的集合 .若心 是处处稠密的开集，则 G 也是处处稠密的开集.我们选 
取较细的图册％，使像 /( t /。） 在流形 w 2 的一个图％中.那么对映射 

U a ^ w , 在 t 上的正则点证明定理1 即可. 

实际上，若 Gc %是映射 /I R 的正则点的集合，则 G U ( A/ 2 \/(之 ）） 是映射 
f : U 2 在 t 上的正则点的 集合. 于是，设"是圆盘 / T 在 R n 中的邻域，/: 

R m 是光滑映射.我们证明，当 ZTn 广 （ y ) 由正则点组成时，点 yeir 的集合是处 
处稠密的开集. 

引理 3定理对 m = l 时是正确的. 

证明设 FCD n 是函数/的非正则点的集合.于是 /( f ) 是紧致的，并且包含 
了函数/的所有的非正则点.我们证明处处稠密.若不是这样，则可以找 
到区间 Vcf ( F ). 固定 A > n ， 并考察使函数/到 々阶 （包括 A 阶）的所有偏导数等于 
0 的点集那么，在任意点 ye 匕的邻域中把函数/按泰勒公式展开，得到估计 
式 l /( y ) _/ U)l 而且常数 C 不依赖于点和;的选择.这就 

是说，如果用边为 1// V 的立方体覆盖集合匕（这些立方体的个数不超过 AT ), 那么 

像 Z ' (匕）被一些区间覆盖，而且每一个区间的长度不超过数 2( A ) C // V 4 . 于是，所 

有这些区间长的和不超过 2(^) C // V *_"， 并且当 Poo 时，趋于 0. 这就是说，集合 
f ( f \) 无处 稠密. 

集合 F 的剩余部分，即可表示为有限个子集系的并，子集系中的每一个 
子集都在由下列方程 

① diam 是 diameter( | [ 径） 的缩写 - 译注 - 



3.4 子流形 
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0 • /, + / 2 +••-+/" =1 <k 


之一所给出的子流形中.事实上，设 心<是 F 中使 


^ kr 0 , 一^ ^ 


尹 0 


(3. 29) 


成立的点的集合,很明显 ，f = U F \ r 々 另一方面，集合 在满足条件 

(3. 29) 的点组成的子流形鴆^上 * 子流形 A / VWn 的维数小于 n . 所以在应用归纳法 
时，可以认为引理2对成立.于是，集合 /(/；) 不覆盖区间 V ,就是说可以找到 
邻域％ D 心，使 /( % ) 不覆盖区间 K 设/, =k -\. 于是〜 .. /a \% 在流形 

中是紧致集合，并且所以 /( F ly ., n \ U k ) 不覆盖 K \/( % ) ,即 /( 心 l ! F lr ., n ) 不覆 


盖 V . 于是，有这样的邻域 U t DF k U U 心、,使 /( i/,) 不覆盖区间 K 所以集 

4 </| 4/ n <4 1 " 


合 f\、\u •当 l ' +…十/„=;时，在映射/下也不覆盖差集 V \ f ( F k u U 

I <i| + ••• ^ l^<k 

心•就是说, /( 尽 U , U 不覆盖区间 K 在有限的步骤内，我们得到 

/( F ) 不覆盖 K 引理证毕. 

应用引理2对 m 用归纳法来证明对函数组/: U ^ R m 9 D n C UJ ( P )^{ f ( P) y 
… /"( P )) 情况下的定理3,因为/是光滑函数，所以根据引理2,函数/的正则值 
的集合是开集，并且在 f 中处处稠密，设％ e G,，/V = (/ ) - ] ( y l 0 ). 根据定理1， 

集合々 是光滑子流形，它在映射/下映射到超平面 IT — 1 中. 那么，当且仅当点 
(%， …， W ) 是映射/的正则点时，点（％,…，％)是映射 / U 的正则点.根据归纳法 
的假设，关于映射 / l , v 是正则的点的集合在 IT — 1 中处处稠密，于是，关 
于映射/的正则点的集合在 IT 中也是处处稠密的.为证明正则点的集合是开集， 
我们只需指出正则点的原像^广（|."，;^)是紧致的，并且在其每一点，映射/ 
微分的矩阵的某个子式不等于 0. 因此,对任何充分近的点 （ yi ，…,： K ) ,原像 ZT n 

/、 y !， …，广)在集合 zrn /- l ( yi ， …，％)的充分小的邻域中，即所指的那个子式 
不等于 0. 这也就是说，映射/的正则点的集合是开集.定理3证毕. 

我们考察光滑映射/:軋—吣， dim 似， < dim 对 2 ，作为 Sard 定理的应用 • 这时 
任何点 PeM 、 都不可能是正 则点. 这就意味着像/(好^在化中无处稠密.特别， 
映射/的像不覆盖流形 W 2 . 

注 Sard 定理可推广到非紧致可分离 流形. 但这时正则点的集合不必须是开 
集，而仅仅是可数个处处稠密的开集 的交. 这样的集合称为 G s - 集合. 由一般拓扑 
学知道，可数个在 R " 中处处稠密的开集的交总不是空集，并且是处处稠密的.因 
此，对非紧致流形正则点的集合不是空集，并且是处处稠 密的. 


第四章光滑流形（例 } 


4.1 平面曲线论和三维空间中的曲线论 


4.1.1 平面曲线论 Frenet 公式 


我们考虑平面上的笛卡儿坐标 ( ty ). 光滑平面曲线 r (0 由坐标原点0发出 

向径 


r ( t ) =(^(0, r (0) 

给出. 提醒一下，具有坐标^的向量称为曲线 y ⑴在尤点的速 度向量 

*^(0. 由这个向量确定的直线称为曲线在点 7( e ) 的切线.通常，我们假定 
注意，在速度向量为0的那些点，光滑曲线可能受折损，我们将考察正则曲线，即速 

度向量不为零的曲线.向径的导数有时用点或撇表示.用 ITI = I 表示速 

度向量的模（在欧氏度量下）.设 S 表示曲线上某个固定点到变点的曲线 弧长； 由于 
点沿曲线在一个方向上运动时弧长单调增加，沿着曲线可以取弧长为参数.这个参 
数称为自然 参数. 写成依赖于参数 S 的向量函数形式的曲线方程 r(5) = (x(5), 
y ( s )) 称为曲线的 自然参 数化. 

引理1写成自然参数的曲线，其速度向景的模是常数并且等于 1. 

证明断言由弧长/的微分公式得出，即出 = A | 引理 证毕. 

注意，在正则光滑曲线的每一点，速度向量 f ；( s ) 不为 0. 
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ds 


还有，在曲线的每一点，还可以给出一个向量，即曲线的加速度向量 
并且，加速度向量（关于自然参数）垂直于速度向量. 

引理2设给出向量函数 〆 /)，>(/) 丨=1 .那么向量垂直于向量 
证明微分恒等式得到 




，P 


引理证毕. 

于是•取自然参数的光滑曲线 r ( 0的每一点，自然地有两个互相垂直的向量， 
-个是速度向量，另一个是加速度向 ft . 加速度向最不一定为单位向量.假设加速 
度向虽不为0,并且考察单位向量 


n ( s ) 


v (s) / 

ds / 


dv ( s ) 
ds 


B | J “ 归范加 速度' 因此，得到沿曲线的光滑标架簇 ：（ 1 ； 0 )^( 5 ))，称为 Frenet 标 
架或 Frenet 基.向暈 / i ( s ) 称为曲线在点 s 的法向量.每一个 Frenet 标架平行移动 
到坐标原点0以后,唯一地确定了平面绕0点的某个 旋转； 于是沿曲线的标架场 
确定了 7(0 到正交矩阵群的某个光滑映射，即到平面旋转群的光滑映射.在下面 
我们就要在多维情况下研究这个映射的性质. 

定义1设光滑曲线取自然参数，量 Ws ) = 即加速度的模）称为曲 


(即加速度的模）称为曲 


线在点5的曲率. 

按照定义，立即有 


d 2 r ( s ) 


ds 


2 


k ( s ) n ( s ) , 


这里 fi ( s ) 是曲线在点 s 的法向量. 


定义2 数 /?( s )= l / A ( s ) 称为光滑曲线在点 5 的曲率半径. 
我们考察一些简单例子，平面上的直线是线性向量函数 

小) -«(0) - s ； y ( s ) = y (0) +/3 - s 9 


是自然参数.这里，数应满足等式 


= 1，因为《 = ( a ，/3) ， ( 5 ) I 


这时，加速度向量恒等于0 ,从而直线的曲率也等于 0. 相应地，直线的曲率 
半径等于无穷大. 

我们考察平面上半径为的圆周,圆周的参数方程为 

x(s) = 又 (0) + 、 /?cos ( 专 ) ， y(5) =y(0) ♦/?sin ( 专 ) • 
t 接计算得到圆周的曲率是常数，并且等于1//?,而曲率半径等于 \/ k = R . 
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第四輋光滑流形（例) 


但是在许多问题中，曲线的方程不是用自然参数表示而是以某个任意参数名 
表示的，因此会计算用任意参数表示的曲线的曲率是有益的. 

定理1设光滑曲线 7(0 以 （ 为参数（不一定是自然参数).速度向量以0在 
点 I 不等于 0. 则有如下的公式 

，… \ x ff v , - y n x \ 


k ( s ) 


[(/) 2 + (/) 2 ] 3/2 , 


其中/，/，…表示关于参数£的导数. 

证明设 y(0 的参数表示为 r(0 =(：»：(£), y (0 )， 速度向量 =( 
/ ⑴）； 若；是自然参数，则对任意向量函数 q ⑴有 


d , x dq(t) dt 


由曲率的定义得到 


而 


由此，得 


\r 


l r ( 


由此，得 


d / V (() 

z[b(t)i/r 


d / v (t) \ _dt_ m d^l 

Iv (0 • / ~ dr \ 


1^(01 


dt 


1 

dr{t) 

dt 


⑴ r 


\v(t)\ 


d I v (t) \ 
dt\\v(t)\j 


lr，l 





因为 

d , 
—Ir 


dt 

所以 

k = — ^ 



更详细地，有 



2〈 〆 ，〉， 


■ LrL ^) 

I〆 ！ 2 


〈 〆，，> 、 1 W) 2 ” ， yy 、 1 r ， (x.) 2 - yW" 

lr ， l 2 Klr ， l 2 l U ，） 2 +(/) 2 r 1 + lr ， l 2 l ⑻ 2 十 （/) 2 


uv-yvi 

(u ，） 2 + (/) 2 ) 3/r 


定理证毕. 
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我们再来证明 Frenet 标架向董的导数满足简单的关系式，即所谓“ Frenet 

公式” • 

定理 2( Frenet 公式）若光滑曲线用自然参数表示，则下列等式成立 

-k(s)n(s) ，营 = -k(s)v (s), 

证明 Fnmet 公式的第一式直接由曲率 A(s) 的定义得到.由定义知 （/f(,s)， 
=1. 由引理2,有 

(w(s) ,去!!(、)〉=0,即却》:)_ ^X(s)v (5) , 

其中 A(d 是 S 的某个光滑函数.我们来求这个函数.将恒等式 (r ，/!) =0对 S 求微 
分，得到 



由此，+ {v , At > ) =0,即灸= - A. 定理证毕. 
Frenet 公式取以下的形式 



r (5+ Aj ) 


H ⑻ 


此关系式有清楚的几何意义•考察5点的标架^ >0) =(〃 它沿曲线 
r ( d 从点 s 变位到无限邻近的点 s + A〆 图 4. 丨 ）. 将标架 ^~、 

平行移动到点 S , 在点 . S 得到两个标架 :^> u ) 

和 o >( 5 +&) •而且 a > G + As ) 由标架转动无限小 

的角知而得到•于是标架 o > U )， o ^+〜） 由正交变换 咖)1 V 

( o(s -f As ) = A ( As )( o ( s ) 相联系，其中 A ( Aji ) = *( 5 +^) 

( C ° 8 ^ •把函数 cosAp ， si ★展开成关于小 

\ - sinA^ cosA^>/ 图 4 .1 

增傲知的级数，并略去 A # 的二阶小蛰以上的项，得到 

A( ^ )= Co ?) m .， 


A(Aip) 


A<p 




即 


d)(s + As) ^w(s) 


l 0 ^< p \ 

\ 0 / 


<o(s) f 


由此 


n(s+6s) 


• #« 
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第四章光滑流形（例> 



这里是标架 wO ) 关于平面上莱个固定标架的转动角（譬如说，关于际架 


a >(0)). 同时，由 Frenet 公式得到 

i w(s) 


0 

A(s) 


k ( s ) 

0 



比较所得到的矩阵，可以看到.这样，曲线在点 s 的曲率等于角 


在这点变化的速度.对平面曲线来说，给定函数 k ( s ) ，且对所有的只要就 
完全确定了曲线.更准确地说有下面的定理. 

定理 3给定光滑的函数 A (. s )， 且对所有的系 A , A ( s )/0. 则在平面上 
存在光滑曲线 r ( s ) ，以 Ms ) 为它的曲率，以 s 为自然 参数； r ( s ) 除平行移动和正交 
变换外是唯一确定的 • 

证明 考察微分方程组 


0 k { s)\/v ( 5 ) \ 

-k(s) 0 ； ln ( 5 )； 

、 ds ) 


/dv ( s ) \ 
ds 

dn ( s ) 


其中 AU ) 是给定的函数.因为 k ( s ) #0,所以根据微分方程理论的存在和唯一性定 
理，这个方程组有解（对给定的初始值有唯一解），此解在整个区间 a < s < b 上是光 

滑的.于是，可以考察方程^•根据同样的理由，这个方程在给定初 


始值时在整个区间 s < 6有唯一解（验证解 r = r ( s ) 是所求的曲线！）.这里任何 
初始值可以用平面上的平行移动和旋转使它们相重合.定理证毕. 

条件的作用如何？考察光滑曲线，它的曲率函数是光滑的，并且在某点 
时，曲率以及曲率的所有阶导数都为 0. 这种曲线的 
存在性从定理3得到，只要取光滑函数，使得它以及 
它的各阶导数在区间 a 在的一个端点 a 或 A 上都为 
0. 那么,在两条这样的曲线连接起来，而在它们的公共端 
点曲率函数以及其所有的导数为0时，我们就得到两条光 



滑曲线，它们有相同的曲率函数，但不是全等的(参看图 4. 2). 


4.1.2 空间曲线论 Frenet 公式 


现在考虑建立了笛卡儿坐标（/，/, …， /) 的欧氏空间 IT 中的光滑曲线 
r ⑴，即/⑴夕⑴，… 〆 ⑴）,也像平面的情况一样，曲线 r(s) 的每一 
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点可以唯一地联系某 fFrenet 标架，当曲线的自然参数 s 变化时，这些标架沿着曲 
线光滑地变动.我们先证明关于矩阵函数微分的辅助论断. 

在矩阵线性空间，考察光滑曲线，即单参数矩阵簇这里/在区间 -«< 
/<«上变化， 4(0 是 ( nx / i ) 矩阵，其系数是 z 的光滑函数.假定所有的矩阵 4(0 
( 都是行列式为+ 1的正交矩阵，同时/1(0) =1芯是单位矩阵. 

引理 3用义表示单参数正交矩阵簇 >1(0 在时的导数 ，即又 

是由形如所组成的矩阵，这里 > Kf ) = (~(0 ) ，那么 i 是反对称矩阵. 

也 I 屬0 

证明每一个正交矩阵4(0,其作用像算子，这个算子保持欧氏数量积.因 
此，对任意两个向童 JrjeR % 有恒等式 〈/ KOJtd ⑴火 =〈 xor >. 因为左边是£的 
光滑函数，我们计算在 < =0时关于 f 的导数.得到⑴⑴）> U + ( A ( t ) x . 
/ i ( OWU o =0, 即 

( Xx 9 y ) •*- < jr ? A » =0. 

也就是说，矩阵 X 是反对称矩阵.定理证毕. 

矩阵值函数 4( 0 在《 =0点可以按无穷小改变 M “的幂分解 

/ l ( A 0 =£ + 必卢 -Ar + … • 

也/.0 

在分解式中，矩阵 X 作为的“系数”出现. 

现在，我们来构造 Frenet 标架.设 r ( s ) 是光滑的向董函数，它在欧氏空间 R ” 

中给出了光滑的轨线 r (.0 .假设对每个个向量$_，…是线性 

无 关的. 它们构成标架（非正交的！），当点改变时，它是光滑的.特别是所有 
^U = l ，2 .…， fi ) 不等于 0. 

as 

命题1设 r ( s ) 是 It * 中光滑的向量函数，并设在区间在6 上每一点，々阶 

导数祭与导数尝，尝,•••，|^是线性相关的，当时，会#0,并且当 W 

时，导数 f ，_，…， g 是线性无 关的. 那么，曲线 r ( s ) 全部包含在由向發 

f ，一,^ f 所张成的 4-1) 维平面上.当；由《变到 A 时，这 个平面 不改变它在空 
间 R " 中的位置. 

证明由所给的条件，存在光滑函数 A ,(5)( l 备 i 彡 k - 1 ) ， 



由于向量•…，^是线性尤关的，这些向童可以取作由它们巧成的平面 





82 


第四章光滑流形（例> 


的基.为了证明曲线总是留在同一个4 -〗）维平面内，只要证明当 s 改 
变时，平面 Rh ' s ) 不改变它在空间 1 T 中的位置.只要证明这个基的导数由能够 
按这个基展开的向量组成.由假设的条件，这是显然的.命题 证毕. 

于是.若向量 ，…， g 是线性无关的，那么曲线 r ( s ) 不包含在任何当$ 

变化时却是固定的 U - 1) 维的某个平面中.现在，在每一点 s 构造标准正交基，其 
向歎用 U 2 ，…， t „ 表示.设$/|$ | = T ,. 然后考察由向量 t 和 g 张成的二维平 

面，并选择这个平面中的向量 r 2 ，使&垂直于 I 因为按假设，是线性无关 

的，所以 t 2 在_上有非零的 射影. 在张成的三维平面上选择向暈使 S 

垂直于由 U 2 张成的平面.继续这样的过程，就得到所求的标准正交标架 I , 
&，•••，&.很明显，在 s 变化时，标架 t ^) 的向量也光滑地改变.考察标架 

t ⑺ =( r , ⑴，…， r ”（,）） 

中向量的导数.可以证明，它们也满足 Frenet 公式. 

定理4设/ •(• v ) 为 IT 中光滑曲线， s 是自然参数，若在的每个点. 

f ， …，£是线性无关的，则存在光滑函数匕0)，“*,<(4，使下列等式成立 

(Frenet 公式） 


即 = -卜 r i - i , 这里幻 = i ft + 1 = 0 . 

证明 因 为向董 T ,( l 《 kn ) 含在 向童# ，…， ^ 的线性包内， 所以它 的导数 

as ds v • 

含在向最 

dr d l r d^'r 

_■ • • # I 1 _ • 一 

ds ， 

的线性 包内，即存在某些函数 ~ ⑴，…⑴，使 
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~ dT = 各〜 价) • 

因此，把向量组&,•••，$用标架 

X ( s ) =(、 〆 “，、） 

的向量表示出来，我们得到 U xn) 矩阵夂则 ; r 将有下面的 形式 : 



另一方面，与二维的情形一样，我们可以把标架 f (. 5 ) 沿曲线 y (5) 的移转用正交矩 
阵族的术语来解释，那就是以 .;）=/ Ki ) - ^(0). 给定这个单参数族就唯一地 

确定了标架随；的变化.这时，很明显，矩阵 X 将与导数在5=0时的矩 

阵一致.由引理3,矩阵1是反对称的，即 



把函数 + , U ) 取为 ^(5) ，就得到定理的 证明. 定理证毕. 
考察三维的 情形: a =3. 这时 Frenet 公式取形式 



dT l 

ds 


k 2 ^2 5 


dr 2 

ds 




釦 3 T 3 - 灸1 


dr 3 

ds 



向量 l 是曲线 r ( d 的单位速度向量，通常表示为 《( s ). 因为丄》并且 k ( s)l = 

^ * as 

丨，向量 S 与速度向量 ® 关于 S 的导数 重合. 这里利用了 S 是自然参数的事实.向量 
r ! 垂直于《和 m =|，即它与向量 V 和 n 的向置积 重合. 向量 n 称为曲线 r ⑴的 
法向置，而向量6 = [» ，/1]称为曲线 r ( s ) 的从法向量，这里的 [ f ，/1]表示 i » 和/!的 
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向最积.采用这些符号时 ， Frenet 公式写为 


dy 

ds 


.dn , , (lb 

kn；— = kp -kn ； — 
as ds 


kh 


k ( s ) = A 2 ( s ) 也称为曲线的曲率，而 / c ( s ) 也称为曲线的挠率（有时向量 

«(.;) 不是简单地称为曲线 r ( s ) 的“法向量”，而是称为曲线/ •($) 的“主法向量”）. 


为了使用曲率方便起见，我们总认为向 Wh 与 


ds 


d v 

ds 


重合;这时 A ⑺与向 


M 


d v ( 5 ) 
ds 


的模相等，并且因此取正数（我们认为向径相应的导数不等于 0). 如果曲 


线是平面曲线，那么从法线向最是常向当点在曲线 h 变化时，它不 改变； 特别 
是，曲线的挠率等于 0. 因此，从 R 3 的观点来看，平面曲线可刻画为挠率为0的曲 
线•我们更洋细地来考査当空间曲线的挠率不等于0时其挠率的作用.考虑标架 
( v ，/ *， A ) 沿着曲线滑动，并把向量⑺ , n ( s ) 射影到由 AU ) 和 nU ) 所张 
成的平面上，这里〜是参数 s 的某个固定值，而假定值 s 无限靠近 v 这时,速度向 
fft 射影为有无穷小长度的向量，因此可以认为（一级近似）这个向最射影为0.这 
时，在 6( h ) ，/!(&)的平面上，向量 A ( s )，/ i (. s ) 在它上面的射影产生某种运动.由 

Frenet 公式得到，这个运动由 公式空 = / c *;^= -/ c / i 所描述，即运动由反对称矩阵 


(° k 0所确定，它确定的是标架々，/!的无穷小 

旋转. 因而，向最围绕曲线的速度向績旋转， 

并且这个旋转的速度由曲线的挠率所唯一决定 
(由此，恰好就是术语“挠率”的起源）.这时，如果 
曲线起初是平面曲线的话,则现在曲线失去了自 
己的平面形式，并且变为“在空间中隆 起”. 于是， 图 4.3 

空间曲线（局部的）可以从平面曲线 得到: 沿曲线 
以等速运动，同时在每一时刻都借助于挠率 〆 ‘扭转”这个曲线（图 4. 3). 

命题2具有非零速度向 M 的光滑曲线是一维光滑流形，光滑地嵌入 R ”. 

证明曲线是光滑流形直接由光滑流形的定义 得到. 剩下的就是验证它是 R H 
的光滑子流形，为此应该研究包含映射；的微分，即线性映射也既然它完全由曲 
线的速度向最确定， Jacobi 矩阵在曲线的每一点就有最大秩，从而曲线是子流形. 
命题证毕. 

显然，任何一维光滑闭（即没有边缘）流形或与直线（非紧致流形）微分同胚, 
或与圆周（紧致流形）微分 同胚. 于是，所有一维流形仅限于两种不同的流形.这两 
种流形相互不能成微分同胚，因为直线是非紧致的，而圆周是紧致的. 




4.2 曲面第一和第二基本形式 
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习 题 

1. 证明： 如果平面曲线的曲率恒等亍 0, 那么它是直线 . 

2. 证明： 三维空间平面曲线的特征是 keO. 

3. 证明 ：三维 空间中直线的特征是 々 50 ， ks0. 

4. 写出 A = 常数 w = 常数的一类曲线 . 

5. 证 明 : 质 点在中心力场中的运动轨迹是平面曲线 . 

4.2 曲面第一和第二基本形式 


4.2.1 第一基 本形式 

考虑欧氏空间 R a , r — 为 R ” 的维（有人也称“余维数为 1") 光滑子流 
形.现在，主要关心的是超曲面的局部性质.因此，可以认为是圆盘 zr 」 在 R n 中的 
光滑嵌入.前面已经讨论各种给出超曲面的方法.我们选择 r 」 的参数表示，即认 
为由光滑向径 ruU 1 ， …，广^所给出，其中 u 1 ， …，在欧氏参数空间 

的某个圆盘上变化.可以认为向量3，"_，^7在定义域中每一点都是线性 

OU du 

尤关的.这些向量是曲面上经过给定点 p 的相应坐标曲线的切向量.在 
R 中的光滑嵌入，在上产生诱导黎曼度量.我们再提一下这个构造， 

设 J ， …/是 IT 的笛卡儿坐标，这时向径 r 由一组光滑函数分 （ z / 1 ，…，广 1 ) 
(I 在 tin ) 给出•设 R" 的欧氏度量为 

^ 2 = i (厶 *)' 

这时就有下面的二次形式 1 

~T ^dudu 11 
I s I k^p^\ du Su 

= (泛 ，說， 

这里用〈，〉表示 R ° 的数量积. 

定义1形式 


^5 2 I ^.| = ^ g^dlL dvf 


称为 R n 中超曲面 rq 的 第一基 本形式 ，其中 


gkp( 


dr dr 


du k> du p 


第一基本形式定义在的切向 量上; 更确切地说，如果 > e 7；( r 」） 是两 
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个切向量，那么定义它们的数量积为 aXm . 提醒一 

下，为简化符号，当求和对于相同的上指标和下指标进行时，省 S 掉求和的符号.显 
然，数置积很自然地与 R " 中的向量 ii ， A 的数量积相同.由函数 
尽“^ ,…， W ) 组成的度量张量 矩阵® 是对称的矩阵. 

位于上的弧 y(0 的长度用公式 

l t(y(0 ) = / (y,y)(k 

表示.即 

) = r ⑽ ))¥•• 

这个公式是“合适的”，在于参与这个公式中的函数 g4p (u) 不依赖于曲面 r— 1 上曲 
线的选择，而仅依赖于曲面 rq 本身和它的参数化.此外，在曲面等长变化时，例如 
把平面弯曲成柱面，这些函数是不改变的. 

对不同方法给出的超曲面如何得到第一基本形式？设以图像/ = 
/U 1 ， …〆_ 1 )形式给出.我们有 

W — 1 

* 2 lp.-l= 2 (也） 2 + (厶 "U 1 , …〆 - 1 )) 2 

= J ， ( 〜 +5 态)_， 

有时，用/^表示 

0X 


现在，设曲面借助于隐函数，即由 F ( x l ，■••〆）=0,^^0 给出. 这时，根 

dx • 

据隐函数定理，方程尸卜 1 ，…,/) =o 存在形如/ =/以，...，广 | )的局部解,并且 
£ = - 0/S * 由此得到® = (&) ,这里 


^ = [(5*5)/(5 )Vv 

考察二维曲面在三维欧氏空间的嵌人•设 P 由参数式 r=r(u，W 给出.这时第 
一基本形式通常 写为： 

ds 2 ( K 2 ) = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 , 

其中6 = <〜，/0，厂= < > 1 ^〉，(；=汰，/0,这些是第一基本形式的系数，用向径尸 
的分量表示时，有 

G=xl + y ] +4. 

注意•如果 £ = C，F = 0, 则度量心 2 ( V 2 ) 称为是共形欧氏的. 



4.2 曲面第一和第二基本形式 
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考察嵌人 f 中旋转曲面的第一基本形式.设在 R 3 上建立了柱面坐标 （ r #， 
，并设一维曲面由参数式 （P m ，z = t;，r = r ( I ；) ) 给出•计 
算后可得 

ds 2 ( V 2 ) s (1 + (r:) 2 )<fo 2 +r 2 da 2 , 

这里 ，尸 (u ，!；） = 0 , E ( u , v ) = r 2 ( v ) ,G(u 9 v) = 1 + ( r ； ) 2 . F 

= 0 的事实意味着坐标线 t ； = t ;。= 常数和“ = a 。= 常数在每 
一 点都互相垂直（图 4. 4) 

引理1设 r -' cR " 是光滑子流形,©为第一基本形 
式. 则形式 ® 是满秩的. 

证明由向径 r = r ( i /， …, V - 1 )的定义知，所有的向 
看0,1矣 A 在71-1，是线性无 关的. 因为矩阵®由向量~ 图 44 

和 G 的数量积组成，所以©是满 秩的. 引理 证毕. 

4.2.2 第二基本形式 



设右 • R " 中的超曲面，•••,*/ ’） •设/! =#1(/^) 是在点 P 垂直于曲 
面 T- 1 的单位法 向最. 定义二次形式 Q ( a , a ) ，对于任意向 ^ asT P ( r ~') ，其值为 

⑺•考察广 1 上经过点 P 的任意光滑曲线7(^), 7 (0) =P,y(0) =a. 这样的 
曲线尽管不是唯一确定的，而总是存在的（图 4. 5) •因 
为沿着曲线 7(0, 向径 r 是/ 的函数，所以 


生 

Jt 


( r ( u ( t )))\, a 0 . 考虑向 t 函数 


Jt 


严 U ⑴〉 和 


它关于 £ 的导数，即 


dt 2 


(u(t)). 



图 4. 5 


用纪表示 〆 在/=0 的值. 这恰好是向径/■关于向釐 
方向的二阶导数. 

定义2 Q ( a , a ) = (r.,n). T ：^ m - 

我们定义的数是点处的向駑匕在法向 量 / i 上的射影（参看图 4. 6). 我们借 
助于向》/•的坐标来 计算仍 的值 •有， 4冬 •• ， ' j 

d 2 r _• du k du p d 2 u 


dt 2 


dt 


dt 2 ， 




“（0), 


同时应该记得，向 


有坐标 ( 


dt 


du k du p 

ukuP ~di~dt 

du n ' l {0) 
"""" dt ~ 


+ 0 


，即有 


Q ( o y a ) = ( n , r ukuP \ ls 0 ) a k a p . 
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这个二次形式唯一地确定了双线性形式 （>U，A), 它在任意一对向量…办 e 
7V (^ 4上的值定义为 =^( P ) aV ， 其中 

Qkp(P) = 〈 OuJ,-o，">. 

引理2表示式办） = q kp a k b p ， a ， bET P ( n ，定义 
了一个双线性形式. 

证明我们有 

I , _\ du du p /d 2 r(0) „\ 

如十 〆 乂 -°， n ) 

du* du^ 

即在坐标变换时，函数作为双线性形式的系数而变换.引理证毕. 

定义3双线性形式，幻称为曲面 cR n 的第 二基本 形式. 

显然，形式 （> 依赖于 rq 在 it 中的嵌人方法，即在光滑变形时，一般地 
说，这个形式要 改变. k - 在 it 中作等长变形时，形式<?不是不变的.例如，设 P 
是 R' 的二维平面，这时向径 rU,t；) 可看作为参数〃，《；的线性函数.于是第一基本 
形式是欧氏平面度撤也 2 +办 2 (图 4. 7). 


图 4. 7 

现在考察 K 2 的等长变换——把平面 V 2 卷为柱面，它的轴平行于仏（图 
4.8). 显然,柱面的第二基本形式不等于0,因为〈~,/|〉不等于 0. 而平面V 2 的第 
二基本形式恒等于 0. 于是，在弯曲（即等长变形）时,第二基本形式改变. 

考察给定的子流形 r^cR\ 在每一点 p ， 有一对形式®和<?(第-基本形式 
和第二基本形 式). 与这一对形式相联系的有一组不变量，它们使我们能研究 r- 1 
ifii 不依赖于其引进的坐标系.用 (《 和 p 表示相应的矩阵，并考察变量 a 的多项式 
det((；-A©). 因为形式 © 是非退化的，所以存在 ® 的逆矩阵©」，于是方程 
det (©-^- A£：) =0与方程 det((?-A@) =0是等 价的. 

用 A,，A 2 ，…， A-, 表示 erw 的特征值,即方程 det((?-A@) =0 的根. 不久， 
我们就要证明所有的特征值都是实数•把特征多项式 F(A) 写成 形式： f ^A*, 




图 4. 8 



图 4.6 
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这里 q 是根 A ,， A 2 ，…， A ft _, 的对称多项式. 

引理3函数 a ( A , ,…， ) 是一对形式 ® 和0的不变量，即在点 Pe 
的邻域中作任何非退化的坐标变 换时而 （ A ,， …， A „_,) 都保持不变. 

证明 在点 p 的邻域中作正则坐标变换，在尸点的切空间 r P ( r - 1 ) 中， 
借助于变换的 Jacobi 矩阵/，诱导出非退化的线性变换.这时矩阵 © 和<?受到 
变換 

© 一购「= ® 、 Q—JQf : Q 、 

于是 

deK(® 》 -V-A£：) =det[(/)^ - 

= det(©- , ^-Af：). 

这就是所要证明的.引理证毕. 

我们特别感兴趣的是下列不变量 

/I- I 

cr, = Y A* =Spur( ® • 

kT ] 

^Vi = fl = det (® D ， 

定义 4 函数/ /( P ) =(7,( P ) 。…“，，…，人^^称为曲面^-在点/^^^的 
平均曲率. 

K ( P ) =( T ,^ } ( P ) = C 7„_ | ( A l ,--, A a „ l ) 

称为曲面在点 P 的 Gauss 曲率. 

若《=3,则/ /( P ) = A , ^ X 29 K ( P ) = A , • A 2 . 

定理 1 一对形式©和 G 的所有特征值 A , ，… ，夂_，都是 实数. 当所有的特征 
值 A ,， …，两两不相等时，无论是关于外围空间『的度童还是关于嵌人 
r 1 — R n ，在上诱导的度量，矩阵 erW 的所有特征向都是互相 
垂直的. 

证明根据代数的定理，对称矩阵的特征值为实数,并且对不同的特征值所对 
成的特征向量互相 垂直. 暂时，这个定理还不能用于我们的情况，因为 ，一 般情况 
下，矩阵 ® 不是对称的.如果 © 和 (？ 是可交换时，那么 &' l Q 就具有对称性. 
因为形式 ®( P ) 在每一点 P 是对称的，所以在点 P 的某个邻域中存在正则的坐标 
变换 li '， 使得在一点尸，形式 ®( P ) 可化为对角形式•把 © 化为对角形式后，还 
滯沿着主轴伸长，使它化为单位矩阵•设/4是线性 算子: >1: T P ( r ^)^ T P ( r - x ), 

它把®化为单位 矩阵; 这时© = AEA J ^ AA \ 矩阵在 7 V ( r ') 中定义了正交基 
的 ，…, •我们得到 

det ( Q - A @) = det [ A (/ l - , ^(/ r , ) T - A £)/1 t ]. 

考察形式 0 = 因为 det / l #0, 原来的方程 det (^- A @) =0,在基 

的 ，…， A - i 下写成 
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det ( ^ - XE ) =0. 

同时，因为 (? T =(> ，从而有 f 6于是，形式0与矩阵 ^' l Q 的所有特征值和特 
征向* 全相同.因为形式0是对称的，所以所有的特征值 A ,, …， A n _ ，都是实数，并 
且当它们两两不相等时，所有的特征向最 &，••• ，心 _ ，都相互 垂直. 这一点便由已知 
的代数理论得到.定理证毕. 

定义5向量心，…人(若当时有, A / A ,， 则唯一确定）给出的方向称 
为超曲面在点 P 的主方向，或称为主轴. 

于是，超曲面 rq 上每一点连接了唯一确定（若当时有 A ,#\) 的，光滑 
地依赖于点/ " 的正交基 A ,… ， e n - t ( 精确到符号的选择) • 

因为在正交基 A , …人 ，下，矩阵@变为单位矩阵，那么 A , ，…，与在正 
交基 A ，…， ，下形式<?的特征值相同. 

考察特殊情况.设由/ =/(/,•••， 

的图的形式 给出； 设平面 Txrq ) 在某一点 
e K - I 与变 M /，…，的平面一致（图 4. 9) •这 
时，在点 p 的法向量 / i ( p ) 有坐标 （0, …，0,丨）； 

曲面的向径 r 有形 式： 

r = r ( x l 9 -*- 9 x n l ) =(/，••〆 W ， …, / ’））• 

因为超曲面 （/,"•,/ d ) = T P ( V ^) 在飫 P 切于 

r - 1 ，所以关系式^ =0(1 - 1 ) 成立； 因为 

dx p ^ ~ 

Sii ~ f»sfxi + ^ v » 

由此得到 & ( P )^ E . 考虑矩阵 （) =(%),其中 

_/• 、 ^ f ( P ) 

心- 〈 r ^， 11 〉- - 

cfx rtx 

于是 ， C ) 与函数 / 在点 P 的 Hessian 矩阵一致.平均曲率 //( P ) 有 形式： 

H{P) = g/,M? 

Gauss 曲率尺(尸)有形 式： . .m ‘ I . 1 

> K ( P ) = det (/, w ( P )). 

对于二维曲面 ( n =3), 我 们有: 

^=/(^ r )； A /( P )=0+0= A ^, 

ox ay 

这里， △ + 会是 Laplace 算子； 

尺 ( P ) = def (， j =/»/”-/:• 








4.2 曲面第一和第二基本形式 
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4.2.3 超曲面上光滑曲线的初等理论 


考虑仟意点设 / i ( p ) 是超曲面 r - 1 在 r ' 1 中的法 向餐. 考察通过点 p 
的二维平面 R 2 ，它与相交于某个光滑曲线 y (£) = r 2 n k *- 1 . 我们感兴趣的仍 
是仅在点 p 的小邻域中. 

定义6光滑曲线 y (0 sfnr - 1 称为超曲面 r -' cR n 的平面截线. 

设 y 是 r " 1 的平面截线（固定包含它的平面 r 2 )， 

设点0为坐标原点，由点0发出的向径 r = r ( J ， …， 

^ 1 )给出曲面 r -'. 设 m ( P ) 是包含在 R 2 中的平面曲 
Sy = R : nr ^ 的法向燴（图 4.10). —般地说，法向最 
/!和 m 是不重合的. 

在曲线 y = R 2 nr ^ 上引进自然参数 = 

是弧长）•这时，在平面 R 2 内，曲线 y (.0 由向径 rU ) = 

/•( u 1 ⑺，…,给出•由 Frenet 公式，对平面曲线 

^ 2 r ( o \ 图 4. 10 

有* (5)= , 4 ( 5 )是曲线 wo 在点户的 曲率. 

同样，也有 = mk ( s ). 另一方面，若 fl = fr ( s ) 是曲线在点 P 的速度向 
t ，那么 （ 由第二基本形式 （> 的定义）有 



(,( a , a ) = ( km ， n ) = Acos 汐， 

其中 0 在点/"的法向撥 m 和 /I 之间的夹角（参看图 4. 10). 此外， 



这里 ，/是 沿曲线 y = R 2 nr - 1 的任意光滑参数， 


dr 

dt 


是曲线 y 在点 P 的任意切 


向敏. 如果 


) ，那么 


kcos e = 

于是我们证明了下面的定理. 

定理 2( Meusnier ) 对任何切向量 a ^ T ^ V 1 ^) 和任何平面截线 r (y = a ), 
第二基本形式与第一基本形式之比等于 A • cos ^即 

Q(a.a) l 。 

®(^ay = ^y =Acos ^ 

曲率 A 称为平面截线曲率. 

我们从平面截线中分出一类法截线 • 

定义7在点户的平面截线 y = R 2 nr ' 若 n ( P ) e R 2 , 即0=0时，则称 y 
为法截线. 
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这样，在点 Pe 的每一条法截线 y 由切向量 e ) 唯一确定，也就 

是说，确定这个截线的平面 R 2 由法向量 /!( P ) 和向量《 e '( 所张成.绕着 
/|( P 〉 旋转平面 R 2 ，得到超曲面在点 P 的所有的法截线. 

对于法截线 y = R 2 n ， 由于 0 =0,定理2中证明的公式成为 

, Q ( a , a ) 

&( a , a ) g ^ a ' af ' 

因为与法向 M / I (/^成0角（沿向量 《) 的平面截线的曲率与沒有关，该函数可写成 
的形式.由定理2知 fc ( tf ， fl ) cos ^ A (0,< i ), A (0， fl ) 是法截线（沿着 II )的曲 
率， 

这样，若已知法截线曲率狖 0， a ) ，则任何与 n 鼠8 角的平面所得的平面截线 
(沿着4的曲率由公式 

k (0， a ) =— A (0， n ) 

COS 0 


得到 • 

现在，我们注意到主方向 M 巧，… ,〜•,（ 尸)总是确定在切平面 r P ( r ， 中， 
而当时，有 Af — A , ，则这些主方向是唯一确定的.考察这些“主轴 …, 
e„_,(p ) ， 并按每一个“主轴”构造相应的法平面截线 y, = R; n r ' 这里，平面 R? 
由 / I ( p ) 和 （（/>) 张成.所有的主方向 q ( p ) 在平面 7 V ( ) 的欧氏度量 F 互相垂 
直-用 <(/>) 表示法截线％的曲率(这些截线有时称为主法截线)， 

定理3 特征值 A ,， …， 与主法截线的曲率卜，…，相等. 

证明由定理2,有 


因为对法截线有0=0,所以有 


/ccos 0 = 


• « 


” ft ； • 

gij a ^ 

其中 a 是确定法截线的向量•在 7 V ( rq ) 中建立正交基 A , •••，_,，这时 
化 •，由此得 


SA .( a *) 2 

-， 

SW 

4 = 1 

如果 u e 7 V ( V ’与 A 中的一个重合，则有心=.定理证 

毕. 



在 TV ( r 。中，考察任意向量 a 和沿的法截线，用 
<^(1矣1‘矣；1-1)表示 fl 与主方向 q ,•••，'_,所成的角 U 


图 4. I 】 



曲面第一和第二基本形式 
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4. !1). 

命题1对沿着仟何向量《 e 7；.( l ) 的法截线满足 Euler 公式 

外与 I 

k = k(a 、 ： 2 AjCOs 3 ^,. 

证明由定理3,有 * 

\2 
i 

a V 7 . 2 

= Z A ^ OOS ^ 

s ⑻ 2 卜’ 

r=i 

这电, 



Kiilei •公式可用来探讨主曲率 A ,， …， A ,,_ ，的所谓的“极值性质.”把法截线曲 
串看作 fle 7；( v ^) 的函数.设叭，可以认为 * u ) 以 u 1 ， … 〆 - 1 )= 

抑 • I 

I / U . v ‘） ： 是球曲 y _ 3 上的函数，球面在 t , ( r 1 )中的方程为（ V ) 2 十…十 

1 = 1 

( r “ ') 2 = 1. 因为球面 Y 2 是光滑流形，所以在每一点 MW 2 的邻域中可引进局 
部坐标 '如果 ^ =0,1矣 k ". - 2,我们就称点％是 V - 2 上给定函数 

町、 Q . ♦ 『 

/ U ) 的临界点. 

问题光滑函数 ft ( n ) 在球面 s "_ z cr P ( r 、 上有怎样的临界点?曲率 * ⑷ 
住这些临界点上取怎样的值？ • 

定理 4 若当 i 句时有 则曲率函数 AU ) 在球面 S^CM r - 1 ) 上的 
临界点是士纥，丨矣 I 矣 n - U 即向量±6的终点）•在这些点土 A 上，函数人 - U ) 取值 
A ,, l « a -1 •在这个意义上，主曲率就是曲率函数 / r ( W 极值.如果特征值 U,j 
中有相同的值，那么结论为 ：函数 AM ) 的临界点是形式 (> 的所有特征向 ft 的终点. 
证明由读者完成. 

设 n = 3. 这时 Euler 公式具有形式 

k { a ) = A , f * o 8 2 ^, + A 2 cos 2 ( p 7 , 

这里 cos : ^j + cos 2 < p 2 = 1 ( 设 A , > A 2 ) ， 即 

k(a) = ( A , - A 2 ) cos 2 ^3, + A 2 . 

显然，的最小值等于 A 2 4( h ) 的最大值等于 A , .苦 A , = A 2 ，则 fcU ) = A ( = A , 
= A 2 M 参看图 4. 12). 

曲面 A , co 8>, + … + A „ . eos 2 ^,,= 常数称为法曲率二次曲面.这时，相应于 
曲率极值（临界值）的方向与这个曲面的主轴重合.如果所有的主曲率 A ,,-*-, A n .i 
都是正的，则二次曲面是椭球面. 
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^m 2 (x2)2=k{a)>0 



曲率椭圆 



又常数 >0 


4 . 12 


考虑二维曲面 0 CR 3 . Gauss 曲率 A ( P ) 给岀了二维曲面的重要局部性质.由 
于 / C ( P ) = A , • A 2 ，因此町分为三种 情形： 

( 1 ) K>0 ； (2) K<0 ； (3) K=0. 

只要考虑情形 （1) A , >0, A 2 >0；(2) A , >0, 

A 2 <0；(3) A , =0, A 2 ^0； A , = A 2 =0 就足够 r . 

(1) 曲面是凸起的，即这时曲面 K 2 局部地位 
于点 P 的切平面的一侧（图 4. 13). 

(2) 曲面 K 2 在点 P 邻近有图 4. 14表示的鞍 
子形式（局部)•这种类型的点 P 称为鞍点，或峪 




(3) A 2 ^0,A, =0. 曲面 P 在点 P 邻近（局部一阶近似）有“柱面”形式（图 
4. 15). , 

如果两个主曲率都为0,这样的点称为曲面的平点①. 



①原文为 ymiomeHHe - 译注 . 


4.2 曲面第一和第二基本形式 
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图 4. 14 



图 4. 15 


4.2.4 二维曲面的 Gauss 曲率和平均曲率 

设曲面 V 2 CK 由2=/(%，7)的图的形式给出，（心7,2：)是1^的笛卡儿坐标•设 
/(0,0) = 0 , 且坐标平面 u ， y ) 在点(0,0)切于 K 2 •因为 

© =( 5 y ) 

(0 f 0) 

所以 

K^detQ =/„4 -4 ，//=/«+4= A, +A 2 . 

要求计算不同于 (0,0) 的点的 A ： 和 // •设 



05 = 




/v) 


这时，直接计算，得 

H 二 (GL - 2MF + EN); 
g 

^ LN - M 2 
K - -7， 

EG - F 2 


其中 g = det ©. 若2： =/( x ， y ) ， 则 

山 2 =(1 +//) 厶 2 +2//，血办 + (1 ^ fy ) dy \ 

因为 V 2 的向径有形式: r ( x ， y ) : 


= ( x % yj ( x , y )) ，所以 
(0,0 XJ ；^ = (0,0 /, r )；r = 


(0,0/々) 


n 


grad ( z -/) ( - f xJ 一 /”1 ) 


由此 


H 


lgrad ( 2 -/) I ,/l +// +/ r 2 

d +/ y 2 )/«-2 /,/X + ( l + / t 2 )/ yy 


k 


W ) 3 

f XX fyy ~fxy 

i W 2 ) 



% 第四章光滑流形（例> 


Gauss 曲率和平均曲率与局部坐标的选择无关. 

容易计算，对球面， A ： = + 特别，其 Gauss 曲率和平均曲率都是 常数. 

二维平面的 Gauss 曲率和平均曲率都等于 ()• 

定义 8 若二维曲面 F 2 C f 的 Gauss 曲率 A' 是常数，则称它为 常曲率曲面. 
定义 9 若二维曲面 F 2 CR 3 , 在所有的点的 Gau SS 曲率是正的、零或负的时， 
就称它为 正曲率 、零 曲率或 负曲率曲面. 

标准的二维球面是正 （ 常数）曲率流形. 

练习由方程4 + ^ + 4 =丨给出的曲面（椭球面 >0 CR 3 , 如果半轴 

a 0 c 

不为0和00，则 p 是严格正曲率 曲面. 椭球面可以用参数式表 示为： 

x - acos 0cos (p= h cos 0 sin (p % z =c sin 6. 

二维欧氏平面是 0 常曲率流形 •由 - y 2 的图像给出的是负曲率流形的例 
子.很明显 


- < 0 . 

(1 +4(.t 2 )) 

在这个例子中， Gauss 曲率是可变的函数-容易构造出负常曲率流形 K 2 CR 3 来.现 
在，我们指出这样的曲面.为此，我们证明 命题: 在三维欧氏空间中，在局部上存在 
正常数 Gauss 曲率曲面、零 Gauss 曲率曲面和负常数 Gauss 曲率曲面. 

考察平面曲线 y ， 它位于第一象限，并具有下列性 质：它 的切线从切点到切线 
与仏轴交点之间的线段长是常数 (图 4. 16). 在点/!沿曲线移动时，点沿仏 
轴滑动，并且线段为定长&我们来求曲线 . y 的方程.从三角形4份中，（图 
4. 16) ， 有 tanp = - y: ， 这里 y = ： y(x) 是 的图形; asin 屮 =y. 由此 


其中 y 是％ y ) 的图.于是 



^(r) 









图 4. 16 


X 


曲面第一和第二基本形式 


97 



考虑曲线 y 绕…轴旋转得到的旋转曲面（参看图 4. 17) .此曲面称为 Behrami 曲 
面，或称为伪球面.现在来求 Beltrami 曲面的 Gauss 曲率.为此，计算一般形式旋转 
曲面的 Gauss 曲率 （ 图 4 . 18). 



图 4. 17 图 4. 18 

引理4在旋转曲面的每一点，主方向，即相应于主曲率 A ,, A 2 的方向总可认 
为与通过这一点的纬线和经线方向是一致的. 

附注 如果 A , # A 2 ，那么主方向是唯一确定的，并且与纬线和经线的方向重 
合•，如果 A , = A 2 ，那么任何方向都是主方向. 

证明 7 V ( K 2 ) 的主方向是这样的正交基 I ?, 在此 
苺下形式 W 和都为对角形.显然，第一基本形式 ® 在经 
线和纬线生成的坐标系 U ， V ) 中是对角形的.要证明在这 
个坐标系中，第二基本形式 P 也是对角形的.应该证明的 
是财 = K =0,其中是 V 2 的向径， h 是 F 2 的法 

向量.考察 R 3 中的柱面坐标设 P 的母线为厂= 

Ki ); 这时曲面 V 2 的向径 jr ( x ，4 p ) = (x,r(x) • cos (p, 

心) • rin 史 ）（ 参看图 4.19). V 2 的法向量 

/I = (〆 ， 一 cos 妒， 一 sin <p)/^\ + (o 2 . 图 4. 19 

显然， 〈~， n ) =0. 这就是所要求的.引理证毕. 

引理5在柱面坐标下，旋转曲面 F 2 的母线方程为 r = r ($), 其 Gauss 曲率 
八 ( P ) 的绝对值 

1 . 1 = — 

r. (1+(〆”) 2 

证明 由引理4,主方向与通过点 p 的经线和纬线的方向一致，所以 k ( p ) : 
A , A 2 , 其中 A 2 和>^是相应的平面曲线经线和沿着纬线方向的法截线的曲率.因为 

经线与母线相同，所以 A 2 ( x ) -这可由 Frenet 公式 得到. 现在来求 

(1 +(r ’) 2 ) 3 々 

在点沿着纬线方向的法截线曲率纬线圆周的曲率 A (义 fl )( 沿 
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纬线的切向量 • fl 〉 显然有 k {6. a ) 




. 这里的 e 为 V 1 的法向量与位于纬线平面 


内的向量 M 之间的夹角（图屯 20). 我们已知 


k(0 ， a) 


cos 0 


k(0 % a). 


这里 J (0， fl ) 就是我们感兴趣的曲率 A ,. 因为在平面 
上，向量 in 有坐标 （0. 1), 而向量/!的坐标为 


n/I +(〆 ） 2 


( -尸'，1)，所以 


cos B 


1 


/i + (〆 ） 


于是. 



图 4. 20 


、 U) = — ~ f - 一 、； • 

由此完成证明.引理证毕. 

引理6 Bekrami 曲面是负常曲率流形. 

证明由于 Beltrami 曲面是旋转曲面，所以可以利用引理 5. 函数 y = yU ) 是 
前面求得的函数的反函数.前面已经计算出 


直接计箅得 



由此得/ 


r 2 v a 2 - r 


1 

… 7 

“负号”的出现是由于曲线 P / U ) 是向下凸的.引理证毕. 

这样，我们表明了在 R 3 中的正常数 Gauss 曲率、0曲率、负常数 Gauss 曲率曲 
面.球面有正常数曲率，它是紧致的和闭的（不 带边）流形; Gauss 曲率为0的流形 
是平面或锥面，锥面为过一点的直线（有限或无限）在任意光滑曲线上滑动而成 
的.它是非紧致（无 边） 的开流形.我们提出的负常曲率流形是闭流形，因为有边 
羿——圆周（图 4. 17) .可以证明（这里不讨论这个问题） Beltrami 曲面不能在保持 

K ( P )^ 的条件下向这个圆周外延拓. 

a 

通常，补充原来的曲面关于平面相对称的部分以完成这个曲面（图 
4. 21 ) .这个曲面有一个“折断的圆周”,这些折断点由奇点组成. 

我们求出 Beltrami “漏斗”上的诱导的黎曼度量.在 R 3 中引进柱面坐标 Q , r ， 
< p ) •这里: w，y = rcos ^),2 = rsin ( p ( S(I Ox 轴是旋转轴）；这时母线为 A ： = x ( r ) 的旋 
转曲面上的诱导度童有形式 
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ds 2 = ( 1 + (x f r ) 2 )dr 2 -f r 2 (Up 1 m 

在我们的例子中， < =- 见前）.即 

ds 2 = + r l (Up 1 , 

r 

命题 2 外围空间的欧氏度量在 Beltra ¬ 
mi 曲面上诱导的黎曼度 M 是 71 o 6 a^eBCKHM 
度燉 • 




证明 


考虑变换 u u = + ，这时 



= 各 ( du" + dv 2 、 


图 4. 21 


显然已证明了命题.命题证毕. 

这样， Baltrami 曲面与 71 o 6 a 4 eBCKM 订甲面局部等长，即构造了 / IodaqeBCicHii 平 
面的某个区域到三维欧氏空间的等长 嵌人. 我们来描述 no 6 ^ eBCKaa 平面的怎样 
的部分才允许在 R 3 中等长嵌人（作为沿着它的母线剪开的 Beltrami 曲面 ）（ 图 
4. 22 ) .在 ^ o 6 aMeBCKHft 平面上所对应的区域表示在图 4. 23 中 （ Poincai^ 模型）.这 
个区域中用记号00标出，包含在通过绝对形上的一个点*的两条平行（在 
^ o 6 aHeBCKHft 几何意义下）直线和弧长为 2 ir (若《 = 1 ) 的圆弧（在欧氏意义下，此 
圆周与绝对形相切于 a 点) A 0 S 0 之间. 

这样，区域 （《 ，、.8。）是无限带形，它在两条平行直线之间，并巨其一端以弧 

为界. 



图 4. 22 图 4. 23 

问题能不能在 R 3 中不仅将 （ oc 人 A ) (或与它等距的其他带子）而且是整 
个 7 I 0 6 aH eBC K H ft 平面，等距地实现为二维常负曲率曲面的形式呢？答案是否定的 
(这 里不证明）. 

现在，考虑曲面 0 CR 3 的平均曲率.如上所述，平均曲率决定于嵌人 0 CR 3 
的方式，即取决于第一和第二两个基本形式.如何求出具有给定常曲率的二维曲 
面？例如,0平均曲率曲面——所谓的极小曲面.这些曲面具有如下的特征性质. • 
它的面积局部地与另外一个曲面（此超曲面与原曲面仅在足够小半径的（任何）球 
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内部不同）的面积相比较是最小的（参看图 4.24). 

的物理 模型. “肥皂膜”是将金属制成的闭圈从肥 

皂水中取出而得 到的. 方程 A / =0称为极小曲面方 

程.我们求出它的显式形式.因为 

GL-2MF + EN 
EG-F 2 ， 

所以方程// =0取形式 GL-2MF + EN=0. 如果曲 
面由 a =/( iy ) 的图给出，那么 （ 参看前面） 

ds 2 = ( \ +// ) dx 2 + 2f x f y dxdy + ( 1 +// ) dy 2 ; 


“肥皂膜”是极小曲面 0 CR 3 





4.24 




于是，得到方程 

(1 +/, 2 )/« - 24 M + ( 1 +/；)/, = 0 . 

这个方程是相当复杂的，解出来并不容易.当然，简单的情形，例 如： 欧氏平面是极 
小曲面，因为 0=0. 

我们介绍较复杂的非紧致极小曲面的例子•在 R 3 中，两条于点0正交的直线 
/,，/ 2 .固定直线/,，让直线/ 2 以常速 a 沿/,移动，同时以常角速度 w 绕/,转动（进 

行螺旋运动).直线/ 2 将扫描出某个二维光滑流形 K 2 CR 3 , 这个曲面称为正螺旋面 
(参看图 4. 25) .请证明正螺旋面是极小曲面.顺便指出，任 
何极小曲面 K 2 CR 3 都具有非正的 Gauss 曲率，因为 A , + 

A 2 =0. 

再介绍一个极小曲面的例子.考察光滑曲线 y ( t)：y = 
achi 绕轴 Or 旋转所得到的非紧致曲面.由分析教程知 

a 

道，这条曲线取固定在两点4和#的重力悬链的形状（图 
4. 26) ，相应的曲面称为悬链曲面（图 4. 27). 现在来求 //• 

由引理5的证明可知， 




_ 1 ， 

0+(/ ) 2 ) 3/2 




曲面第一和第二基本形式 


图 4. 26 图 4. 27 

于是，悬链曲面是极小曲面.如果只考虑由点4和尺绕仏轴旋转所成的两个圆周 
之间的悬链曲面的部分，那么得到极小曲面的例子，它张在由这两个边界圆周组成 
的圈 厂上. *' / ‘• 

所 谓的调 •和曲面与极小曲面是紧密联系的. 

定义10向径 rU , i ;)， 称/关于坐标^*;是调和的，如果 

du dv 

BP Ar =0, 其中 △ 是在坐标 M ， t ; 中的 Laplace 算子. 

关于坐标 U ， i ;) 是调和的向径/ •( a ，!；）， 关于另外的坐标不一定是调 
和的. 

定义 11 如果曲面 V 2 CR } 在某个曲线坐标 U , t ;) 下，可用某个调和的向径函 
数 r ( u , t ;) 给出，则称曲面 W 是调和的. 

如果向径 r ( u ， t ；) 相应的曲面的平均曲率恒等于0,则说向径/•(〃，《;)是极小 
的.因为平均曲率在曲面上的坐标变换下是不变的，于是，如果向径关于一个坐标 
系是极小的，那么它关于任何另外的正则坐标系也是极小的.对于调和曲面却不是 
这样,所以通常说到调和映射是指 

r ： D(u,v)-^R ] (x 9 y 9 z ) , 

其中 />( u ， i ;) 是平面 （ u , r ) 上的区域，而 r ( u , t ;) 是定义曲面 V 2 CR 3 的 映射. 映射 r 
在一个坐标下是调和的，在另外的坐标下,一般说，它已不再是调和的（举例！）.例 
如，由公式 

r(x 9 y) = (m* 2 -y 2 ) ， 

是 R 3 的笛卡儿坐标，给出的调和曲面，即在笛卡儿坐标系下，由图像 2 =% 2 - 
y 给出的 曲面广 很明显，曲面是调和的，同时它不是极 小的: //= o 仅在点 ( o , o ) 
成立，而其他的点 //# o . 

注意，如果曲面 K 2 CR 3 上的曲线坐标 U ,!；) 使得外围欧氏度 M •在^上的诱导 
度 W Edu 1 +2Fdudv + Gdv 2 是共形欧氏的，即 E = G ， F=0, 则称此曲线坐标是共 
形的. 

附注考虑二维光滑黎曼流形，其黎曼度 M 山 2 有实解析系数 £， F ， G , 它们都 
是局部坐标 a ， i ; 的 函数. 可以证明，对任何点/ V 存在邻域 i / = i /( P ), 在中可以 
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引进坐标 p ，7( 是原来坐标的实解析函数），使得士 2 有形 式:以 P 、 g )( dp 2 + 
勿 2 )，即坐标是共形的.证明不复杂，但要引用专门的偏微分方程 （ Behraini - La _ 
place 方程）解的存在定理，这超出了本教程的范围. 

在 R 3 中的调和向董与极小向量有怎样的关系呢？我们已举出了调和向量但 
不是极小向量的例子•极小向量也不必须是调和向量.虽然如此，我们有下面 命题: 

命题3用共形坐标表示的极小向量是调和的. 

证明设 O ，!；） 是共形坐标，而是描述极小曲面的向量.注意，£ = = 
〈 r « 人〉= ( r r ,0 ^~( r uy r v ). 要证明的是 r # + r OT =0. 设 =r 叫 因为 //=0, 

所以 


GL - 2 MF + EN 二0,即 L 十 N =0. 

由此得到〈《，/!> =〈 r u „，/ i > + 〈 r „,，/ i〉=L + / V =0, 其中 / i 是 P 的法向量.剩下的就 
是要证明>久> =〈《，/;> =0,因为这时 a 与相互正交的向量 r u ， r u 的数量积为0, 
即应该为0向量,将等式尺= G，F = 0微分，得到 ’ 

( r uu , r u ) =〈 r w ， r ff 〉， 

( r w , r v ) = - </* “， rJ ， （〜 , r ，> =-〈广 J ， 

由此得到 


(o,r u ) = 〈 /*„., ，， , 〉 -(r mt r v ) = 0 . 


类似地.可得 


〈《，•,> =0. 


命题证毕. 


习题 


I - 证明中的曲面，如果它的 Gauss 曲率和平均曲率恒等于0,则为平面. 

2. 设曲面 S 由曲线的切线组成，用曲线的曲率和挠率来表示该曲面的 Gauss 曲率和平均 
曲率. 

3. 在上一题中，证明：曲面的度貴仅依赖于曲线的曲率. 


4.3 变换群 


4.3.1 变换群的筒单例子 


这里我们将研究度量变换群的主要例子，即流形上保持度量的映射组成的群. 
考察具有度量 &的黎 曼流形 AT . 

定义1流形，到自身的微分同胚/称为黎曼度量 仏的运 动或等距变换，如 
果黎曼 度量在该映射下变为自身，即满足恒等式 


gkp(y) ) 


dx \ y ) dx / jy ) 

dy df 




4.3 变换群 
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其中/,•••，/是点 y e AT 的某个邻域的局部坐标，…，/是点 rt e A /" 的某个邻 
域的局部坐标夕 =/(/, …，/)，丨矣 kn ， 是局部给出映射/的函数，其中 x = 

/(r). 

我们已给出了等距变换的“坐标的”定义.有时，不利用局部坐标而用不变的 
定义是方便的.在映射/下，微分啾把 '( AT ) 映射到 7\(^ T ), 这个映射是间构.在 

切空间 7 ；(^in 和 n(An 中，由黎曼度量定义了数量积〈，>,，和〈，> 4 ，例如， （ a ， 
b) v = gi .(y)a l f/ 9 a y beT r (M n ). 

定义2流形 AT 到自身的微分同胚/称为等距变换，如果对 j E 7；(/ r ). 
有 〈趴 fl ), 办 U )〉 r , 其中 

x : f(y、 ‘ 

引理1等距变换的坐标的定义和不变的定义是等价的. 

证明设 ae 7；(，）， 在局部坐标/，…，/卞 

、 a = (<2•，… ， fl A 〉 ， 

由此，命有形式 


( df ( a)y 


办 1 ill 
dy k 


因为“) — T x ( AT ) 是由 Jacobi 矩阵给出的•由此 


( df { a ) y df { b ))^ gti ( x ( y )) 




a^(r)a^(r) 
a〆 df 


t / 






引理证毕. 


引理 2 黎曼流形 AT 的所有等距变换的集合构成群（在代数的意义下). 

证明由“复合函数的微分法则”和“在坐标变换时系数 仏的变 换规则”知等 
距变换的合成仍是等距 变换. 由广的 Jacobi 矩阵是 Jacobi 矩阵 J (/) 的逆矩阵知 
是等距变换.取恒等变换作为群的单位元.引理证毕. 

黎曼流形 AT 的等距变换群通常由映射空间提供拓扑结构，并用 Iso ( AT ) 来表 
示-考察简单的例子. 

例1取具有欧氏度董心 2 =厶 2 的实直线作为你 1 ,这里 I 是直线上的坐标，设 
/是化到自身的微分同胚，就是说，它由严格单调增加（或减少）的函数^/(幻给 
出.因为保持度量，所以心 2 = (/;) 2 办 2 =办 2 ,即(/;) 2 =1•也就是/具有形式 /( y ) = 
. y +« ，或 /( y ) = + 是任意的常数.于是，实直线的等距变换群同胚于一对 

肓线（保持直线的方向的正常等距变换及改变直线方向的非正常等距变换）. 

例2考察二维欧氏平面并求出保持坐标原点0的等距变换群.我们将在平 
面线性变换中寻求等距变换（可以证明平面的任意等距变换都是线性的，现在我 
们将不研究).度量厶 2 +办 2 而的不变性的要求，可写为矩阵方程 £ = / U T ， 其 
中木 R 2 - R 2 是线性变换.这就是正交群的定义，即在现在情况下是群 0(2) ，它由 
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矩阵 ( cos * sin 1( 正常旋转）和矩阵 ( r ” s —)( 井正常旋转，或反射) 

\ 一 sin <p cos (p) \ sin ip 一 cos (pi 

m 成.正常旋转构成叭 2 ) 的子群，用 so ( 2 ) 表示； 非正 
常旋转不构成子群.子群 S (?(2) 是 0(2) 中的正规因 
子 .0(2) 由矩阵组成，那么就是拓扑空间.每一个这样 
的正常的矩阵对应于旋转角 P 这样生成 ()(2) 的那些 
矩阵的集合同 胚于圆 周的两个样丰，于是叫2)是光滑 
的一维闭（不连通的）流形（图 4. 28). 

试证 明:群 0(2) 与具有度 MA 2 : d〆 的圆周上的 
所有等距变换群相同.提 示：类 似于群 ^( R 1 ) 进行 
证明. 

例3欧氏平面的等距变换（或运动——译注）可写为形式这里 
A e 0(2)，向量々定义了平面上的平行移动（平 移）. 显然，所有这样的变换都保持 
欧氏度 t (验证！）.进一步将指岀，它们槪括了平面的所有等距变换.这个群可以 
写成矩阵的 形式： 


A 

h 

0 0 

• • • • 

1 

:- 


W(2) 




oo 


0 ( 2 ) 


图 4. 28 


于是，群 i 8 o < R 2 ) 可以转化为同胚于一 对圆周 与欧氏平面直积的拓扑空间，从而这 
个群是光滑的三维流形（非紧致的和非连通的——两个连通 分支广 

例4考虑在 R } 上给出的不定度1 - 厶 2 +办 2 .第一基本形式 B 是常最，并有 

形式 


B 


0 


0 


丁是，保持这个度 W 的所有线性齐次变换满足方程 


B=ABA\ 


其中 （ 是线性变换，表示为4 


a 


d 


，得到的方程组 


b 2 = 1 ;or = bd ； d 2 


解这个方程组，得到 


A 


± ch ip ± sh p 
± sh (p ±ch <p 


或者 






其中 i : p ，(3 = th 并且,下面符号的组合是容 许的： 

(! M : :)叫：：卜 ;(： ：)4 

这里提供了所有可能的方案.例如， ( 1 属于 ® ，，因为用 -( A 代替少时，把 

| + j 变为 ( + : j( 注意， sh ( -中 、=一 sh #， ch ( - iff ) = ch if /). 从而， ® = 

©, u ® 2 u ® 3 u ® 4 (验 证!〉 并且 © 4 n % = 0, iVy . 实际上，例如假定 
0, 这时 

ch = 一 ch 必 ， sh 妒 =-sh i/f ， 

这是不可能的，因为对任意的 ^, ch ^>0. 类似地，可得 

©. n = 0 ， ivy ， 

成立. 

因为群©是以的齐次等距变换群，所以它的变换把实半径或虚半径的伪 

圆周 

(-x 2 + y 2 = 1 1 U | - % 2 + y 2 = - 11 
变为自身.考察单位正交标架 

e x =(1 ,0) 9 e 2 = (0,1). 

这时，在等距变换4的作用下，这个标架变为如图 4. 29所表示的那样.我们不是引 
用通常的欧氏旋转角少，而是引用双曲旋转角少,假设 )8 = 出少(参看上 面）； 同时群 
(« 变为双曲旋转群.双曲旋转群由四个连通分支组成.这就是集合@,,© 2 ,© 3 . 
(« 4 ，如上面所述的那样. 


ffl4. 29 图 4. 30 
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群®实现为矩阵群，所以可以把群®放人所有矩阵^ 的 

四维实欧氏空间中，从而继承了它的拓扑.每一个子集©,，】矣/在4,关于这个拓扑 
是道路连通的（证明 ！）. 

这四个连通分支中，只有是子群（验证！）.群 ® 是四维矩阵 f j 空间中 
的子 集合; 同时每一个@,，】矣/矣4，都同胚于实直线（图4.30).这个同胚（例如， 


(«,) 是由每一个矩阵 ( 


ch iff sh tft 


与角少的值之间的对应建立起来的.这个相互 


鳳 『 ’ » W 带 W — V • 1 | ^ J | •零 y ，，寶 一 ▼ ^ ^ W ▼，’ ▼- -擎 ，< Jkm I • _ • r 一 •一 ^ f w _ ， • 

\ sh tf/ ch \lf) 

单值的对应也是连续的（验 ffi !) •群 ® 把虚半径的伪圆周 = -1 变为自 
身.在图 4. 31中指出了四个变换——©,,© 2 ， ® 3 , ® 4 的代表的作用.类似的事情 
也发生在实半径的伪圆周上. 

群®是可交涣的（验证！） . 子群 ® ，是 ® 的正规 因子. 于是，确定了商群 
©/©, ，它的阶数等于 © 的连通分支数，即等于 4. 因为 © 是可交换的，所以 &/&, 
也是可交换的.仅存在两个4阶可交 换群: Z 2 ® Z 2 ， Z 4 . 哪一个群才同构于 &/&, 
呢？我们构造 g ,, g 2 ， g 3 々 的乘法表，得到©/%同构于 Z 2 ㊉ Z 2 . 在这里，伪圆周 
旋转群不同于通常的圆周旋转群 （ 对此，相应的商群同构于 A ). 

例 S 考察标准嵌入 R 3 中的二维球面，球面上带有 R 3 的由嵌入诱导的度董. 

首先，考察 R ' 并求出保持欧氏度量山 2 = t ( rf /) 2 的线性齐次变换4构成的群. 
因为矩阵(心> 的形式为 * 


\ 1 / 


〆 、、 




(a) 尽 】= 








4.3 变换群 


107 


所 以有 : E => M T ; 方程£=41的解是正交矩阵，它们构成群 O ( fi ). 0( n ) 中包含了 

由正常（行列式=+ 1) 旋转组成的子群;子群5^(/1)是0(心的正规因子， 
并目.商群 Wn )/ S 0 U ) 同构于 Z 2 . 

设 n =3;这时 0(3) 保持 f 的欧氏度 M ; 于是,球面变为自身•这样 ,0(3) 是 
/5仍5 2 )的子群.下面要证明 

0(3)^ IS 0( S 2 ). / 

芩察 S0(3)C0(3). 因为 S 0(3) 包含在所有具有实系数的 （3 x 3) 矩阵空间中，所 
以它配上诱导的拓扑，就成为拓扑空间. 


. 引理3作为拓扑空间的群 S 6>(3) 同胚于三维射影空间/? 〆 • 

证明设4为 SO (3) 的 元素; 这时在 R 3 中存在不动轴 /(/!), 即4在 R 3 中的 
作用归结为绕轴/(>0旋转某个角 pM ). 若则 /(/!) 是唯一确 定的. 考虑垂直 
于轴 / M ) 的平面 77(4) ，/7⑷通过点…在 77(/1) 上取任意向量 e ,， 将 q 在平面 
/7(/0上旋转^>(/1)角，得£ 2 (参看图4.32).补充向与 f 2 —起构成标架 
(f 2 々），使标架 (f 2 ， q ) 的定向与标架的定向一致，这里(义 ，七， 
A ) 是 R ' 中某个预先固定的标架•若以 e 3 为直线 / M ) 的方向，则/(/0就成为实数 
轴并且可放置一个值史(/ I )•这样每一个/| 6 50(3)与 R 3 中的点单值地对应，此点 
以/\/，</>) 表示. 显然，尸 (/， TT ) = P ( l ， - IT )， 因为绕 /(/ I ) 旋转 TT 和 - TT 是相同的. 
如果丨 <7 T ， 那么户（/,少）对应一个巨仅仅一个 
旋转儿在4连续改变时， P (/， p ) 连续 变动； 反之也 
成立. 0， ^ 

于是在正交变换4与半径为 TT 的三维球中的点 
之间建立了一对一的且连续的对应，这里，在球的边 
界（即半径为77的球面上）上，把对径点和 
以 1 ’ - W ) 粘合在 一起. 剩下的是要证明这个“球（在 
边界上粘合的球）” 同胚于 /? 〆 • 的一个定义是把 

它实现为 R 4 中通过~点的也线束；这彳、模型与下面 

的模型是等价 的:取 S \ 并把它的对径点视为 一点. 为此，应该取半球面欠，并在其 

边界 （ 即在赤道 S 2 上）上，把对径点视为一点 （ 参看图 4. 33). 半球面微分同胚于三 
维圆 盘:用 垂直射影可以 实现必到 D 3 的微分同胚（参看图 4. 33). 于是把边界上 
的对径点视为同一点时,同胚于以.引理证毕. 



因为是道路连通的，所以 0( 3 ) 由两个道路连通的分支 组成. 

例6芩察 ^ o 6 aHeBCKHft 平面的等距变换群.考虑 / Io (5 aHeBCKKft 平面在具有度 

韻的上半平面的实现在复平面的分式线性变换如 = ^中来寻找这 


①由于文中有和作为微分的••也 "，译 文中凡作为微分用时都加括号._译注 
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V I 








n 3 



R 5 


D 3 


图 4. 33 


个度最的等距变换群，这里 C •因为（如) 


ad - be 


d ) 2 


(心 ）（ 验证！），所以 


(dw)(dw) 


\ad - be \ 


( dz ) ( dz ). 


总之，这是欧氏度量乘以变数量因子,即分式线性变换是共 形的. 这些变换保持相 
交直线夹角的 余弦; 剩下的要验证它还保持角的 方向. 

我们证明 Jacobi*/ 是正的•事实上 ，（ 如） =A(z )(^); A(z) = ( =:$; T :( r2 ) 

= R 2 ； T w ( R 2 ) =R 2 ( 参看图4.34〉.于是，映射 /:2：-^u; 的微分 （#) 的作用可用 
( df ( z )') =\( dz ) ,A eC 来描述•设 




R, 这时 Jacobi 矩阵用实数表示为 f ^，即 Jacobi 等于 u 2 +t;' 确实是正 

\ -V U ) 

的.于是，角保持不变.现在，我们从所有分式线性变换中选出上半平面变为自身的 
变换. 


R^C 


C 


/ dz 


z 



dw 


TAR^R 2 ^ TJR 2 )^ 


图 4. 34 


引理 4 变换 


±b 

Vd 


，当且仅当 = p(a 9 b \ c \ d f ) , a \ b \ c \ d f e 


R, P eC, P #0 时，把上半平面变为 自身； 即当所有的系数与四实数组 


U ， 以 ㈧ 成比例，此外•还有 “ >0 时賴『，上 半權^ 
自身. 


证明是不难的，我们把它留给读者（或参看复分析教程). 

引理 S 任何变换 

02+6 

w = cz ^ d , 

u , b ， c , deR ， ad-hc >0,都是 Jlo6aMeBCKwA 平面的等距 变换. 

证明 我们有 

/ j N ad - bv x , x (dw) (dw) (dz) (dz) 

(如） :- ( 心） ? / 一、 2 =一, 、 2 ， 

( cz ^ d ) ( w - w ) ( z - z ) 2 

这就是所要求的. 

因为 W •心 >0,所以可以假定 ad-bc = L 引理 证毕. 

命題1 ^o6aHeBCKHft 平面的等距变换群 /S0(L 2 ) 含有同构于群 SL (2； R )/ Z 2 
的子群，这里兄 (2;R) 是行列式为+ 1的实系数 （2x2) 矩阵群 ，Z 2 是由变换五和 
-£构成的子群, SL(2;R)/Z 2 为51(2 ; !0关于 Z 2 的商群. 

证明 由引理5,这是等距变换•它们的全体构成群•实际上，实系数的分式线 
性变换并且行列式等于】的变换的合成仍是同一类型的变换. 因为 ad - 6^0,所 
以存在相同类型的逆变换. 


现在考虑矩阵群 SL(2;R), 即下列矩阵构成 的群： U 


， a ， b ， c，d e R， 且 


ad - he = 1 


cp ： SL(2 ； R)^& ]f 


(«】 是变换 u，=$,a，6， C ， c / e R ， a^-〜 = l 构成的群•设史广.显; 

cz \c d) cz^d 

中 是同态（验证！），并且史是满同态.我们来求 Ker q >. 显然 < p ( g ) = cp ( - g ) ，因此 

Ker ( pDZ 2 = (£, • E ). 

可以证明 Ker 史 =Z 2 •设 < p ( g ) =〆〆） ，即 

az 十 d a’z ■¥ b’ 

口 + c ， 2 +d f ’ 


. 显然 


由此，得 


b d a 

1/) 一入， a ， 


a + b ( i 9 ^ b ' 


b = Ab\d = Ad f ；a : 〆、 c 

由此, M = A ,〆 =Ag， 从而有 A= ± 1 •，这就是所要求的.命题证毕. 
练习 证明: SL(2;R)/Z 2 是连通的拓扑空间 • 




wmm 
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不应该认为变换兑 (2;/?)/ Z 2 包含了全部 AW ( L 2 ). 事实上，看映射 
- 1 这个映射把上半平面变为自身，并保持； 106 3 卿 00 ^度量（这是关于轴 Oy 的 

反射).同时,不能写成%的形式.实际上，变换 

cz + d 


±b 

Td 


是共形的（参看上面），即保持有向的角.映射 


仏:;：4-2不是共形的（参看图4.35). 

于是，还应该研究变换 g ( z ) ；w - g { z ) 


az ^ b 
cz ^ d 



， b ， c ， d e R，ad 一 bc = l . 换句话说，应研究变换 


+ d 


IS 4.35 

f b f c 9 deK . ad-bc 


- J . 所有这些变换的集合记为 ® 2 . 集合 © ，和 ® 2 是同胚的，因为任意的客 e ® 2 , 
有贫 = ®, ，且 ☆ /都是等距变换，所以/也是等距变换.用 A e 乘集合 

©, 的方法可建立此同胚.其次， n ® 2 = 0. 事实上，第一类型保持有向角，而第 
二类型不保持有向角. 

引理 6集合 @ = @^©2 构成群，其中 ® ，是它的子群 • 

证明 考察所有行列式等于± 1 的实 (2 X 2) 矩阵的全体所构成的群 L (2; R ). 
此群有两个连通分支 4(2; R ) UA , 其中 



, ad - be 




{(: 


，ad — be 


子群夂表示为 Si (2; R ) •作出映射如下: 


若4 


乙,，则 PM ) : / e ® 


f(z、=^^，ad - be 

C2 + d 


若 B 


c d 


乙 2 ,则 ( p ( B ) =^ e@ 2 t 




+ d 


、ad - be - - 1. 


显然 4 是同态（验证！）.其次 4 是满同态 # 不是双方单值的，并且有核.为了求 
它的核，找到群 © 的单位元素的原像即可.和命题1中的证明一样，证明 Ker ( 9 ) = 
Z 2 , Z 2 =( +茗， - fi ) •引理 证毕. 




wmm 
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实际上是证明了下面的引理. 

引理7群© = ®, U ® 2 同构于 L (2; R )/ Z 2 ，其中 

L (2； R ) =|| ^|, od-fcr = ± lJ , Z 2 = (^, - 

于是，在 ^ o 6 aMeBCKK * 平面的等距变换群中提出了由两个道路连通分支组成 
的子群，即 © = /.(2； R )/ Z 2 . 这个群的元素用几个参数来描述呢？很明显，元素 
ge ® 由三个独立参数给出. 

引理8群 SL (2 ; R )， 作为拓扑空间，同胚于圆周与欧氏平面的直积，因此是 
三维光滑非紧致流形 • 相应地乂 (2; R ) 同胚于两个相同圆周与欧氏平面的直积. 

证明由代数教程知道，平面上任何行列式为+ 1的线性齐次变换可以唯一 
地表示为正常旋转与三角形矩阵的变换的合成（关于基的正交化定理）•于是，任 
何矩阵 geSL (2; R ) 允许（唯一地）表示为矩阵的乘积 


( C08 <p 
一 


sin (p 

COS (p 




因为旋转的全体构成圆周，而行列式为丨的三角形的矩阵构成欧氏平面.引理 
证毕. 


我们将指出，子群 M2;R)/Z 2 完全囊括了整个的群 A). 

例 7 回到欧氏平面的运动群上来.我们求出的变换: y =如 ^ b y Ae 0(2),*e 
R 2 ，可以写为复数形式 i^=ar + 6 f aeC t 6eC, lal = 1 ，即《; = e— • z + b . 这个群同 

构于由形如 g U 的矩阵组成的群，其中 

容易验证••欧氏空间 R" 的线性等距变换群 /S0(R n ) 与 变换少 构成的 
群是同构的，这里是正交矩阵，而向量 A 给出位移.群 /S0(R ft ) 同构于由形如 


\ 0—0 [ 1 / 

的矩阵构成的矩阵群.于是群作为拓扑空间，同胚于直积 ©( a ) xr \ 


4.3.2 矩阵的变换群 

所有研究的群的例子原来都不仅是拓扑空间，而且还是光滑流形.其拓扑是将 
变换群嵌人到矩阵群后产生的，而矩阵群的拓扑用通常的方式 定义: 如果两矩阵的 
逐个元素是邻近的，那么就认为此两个矩阵是邻近的.这样，自然地产生某一类光 
滑流形，它上面的点可以“相乘”，而且这个乘法满足代数群的所有公理. 

定义3光滑流形 AT 称为李群,如果在它上面给定了两个光滑映射 

/ : ATxAT -^ T (乘 法）， 
i /: AT-Wir (取逆元素） • 
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通常表示为 

f ( x , y ) =x • y % 
t^(x) ^x' ] 9 

同时,存在点 e (单 位 〉 e AT ，与映射 /> — 起满足关系式 

( 1 ) x * (y • z ) -(x • y ) - z \ 

( 2 ) e • x = x • e ^ x ； xx ' 1 -x l x = e . 

通常要求运算 / 和 ^ 是连续的，但在涉及到的所有具体的例子中，群的运算是 
光滑的，因此在李群的定义中就采用了光滑映射/和 R 

定义 4 李群 ® 中能用连续的路径与群®的单位元素相连接的元索 g 的集 
合称之为群 © 的单位连通分支，并表示为 ®。. 

命鼉2 集合@。是®的子群，此外，®。是®的正规因子，所以确定了商群 
&/& 0 

证明 设要证明 g , 的定义，存在连续的路径 

710)*72(0^7,(0) = e , y ,( I ) - g { 和 7 2 ( 0 ) - e , y 2 (\) =《 2 . 考察路径= 
y ^( t ) -72(0. 由 © 的乘法运算的连续性，路径 y (0 是连续的，显然 A 与单位 
元相 连接. 

我们证明对任何 g。e ©。和任意的 g e © ，元素属于©…因为勸 e ， 
所以存在连续路径 y ( t ) ，使 r (0) = e , y ( t ) 考虑新的路径 ^(0 ^ gy ( t ) g '\ 

它是连续的；同时 < p {0) : e ，( p 、\) =從。厂\即保。 〆 g ® 0 - 命题 证毕. 

我们将研究矩阵群的基本的例子.所有这些群都是李群，但是除某些特例外. 
我们将不证明这一事实. 

4.3.3 完全钱性群 


考察欧氏空间 R" 和 1T 到自身的非退化的线性齐次变换，即所有实系数的非 
退化 Ux/Z ) 矩阵的集合.这个集合表示为•对 CLU;C) 也类似地给予 
定义. 

引理9集合 a(n;R) 和 ttU;C) 是李群 • 

证明 考察集合 GL(n;R) •集合 d(n;R) 构成群（在代数意义下）的事实是 
显然的，我们将 GL(〃;R) 附上光滑流形的结构，并使所有群的运算都是光滑的.显 
然 ，叫 n;R) =R" 2 \|g：det(^) =01，这里的欧氏空间 IT 2 与所有/I阶矩阵（在域 R 
上）的空间是一致的.因为方程 det(^) =0是多项式的方程，所以集合 R nl \\g ： 
det(g) =0|是 R n2 中的开集，即是 IT 2 中的区域，所以是 n 2 维的光滑流形.因为矩 
阵 ztfi 的每一个元素都是矩阵4和 B 的元索的二阶多项式，所以矩阵的乘法是光 
滑运算 • 逆矩阵的每一个元素都是矩阵4的元素的有理函数 （ 由于/!的非退化 
性，分母不等于 0). 用类似的方法可证明 GL(n ; C) 是李群.引理证毕. 


4.3 变换群 


l !3 


4.3.4 特殊线性群 

Si(n;R) 为 CLU;R) 中由方程 det ( g ) 确定的子集合，显然，这个集合是 
群并且是拓扑空间•实际上， SL(n;R) 是光滑流形，这里不去证明它•群 SLU;C) 
为弘 (〜C) 中满足关系式 detU) =1的子群•从 U ; R ) 的维数等于^ -1, 而 
从 (n;C) 的维数等于 2n 2 -2, 

4.3.5 正交群 


考察『，具有欧氏的双线性形式•群 o(〃;R) 为保持这个数 

/si 

t 积的" 阶实矩阵4构成的群，即对任意的6 e R' 满足关 系式： ( AaAb )= 
( a y b ). 通常把群 0(n;R) 表示为 0(n ) •群 0( n;C) 可类似地定义.群 6>U) 包含子 
群 SO(n)，SO(n) 称为特殊正交群 ：如果 det(g) = lJkeS 0( n ). 

引理10群 S 0( n ) 是道路连通的，并且与群 0( 71 ) 的单位连通分支重合.商群 
0 U )/ S 0 (幻同构于 Z 2 ，即 0( /2)由两个连通分支组成. 

证明由代数教程 知道, 对任意元素 A e 50( n ) ，存在正交变换 g e 0( n ) ,使 

«= 雜。， 1 是如下形式的 矩阵： 

若 n =2 A 是偶数，则为 


COS (p x 

sin ^p| 


0 


- sin (p { 

COS (f y 






• 

• 

s 



0 



COS (p k s 

(Pk 



一 sin tp k c« 

<Pk 


若; i =2 A + l 为奇数，则为 


cos 

- sin ^>| 

sin ip x 1 

COS ip x 

[ 

0 




， - - ■ 

參 

# 

t 




0 

- ■ 1 

CX)8 (f k 

sin (p k 

0 


— sin 妒 4 

⑽ <Pk 

0 



’ --- 

0 i 

I 


作为 连接心 和单位矩阵 E 的连续道路 y (0 ，在一套对角线上的矩阵中.将角 
变量乘以参数《，于是， S 0( n ) =(0(〃））。.因为行列式为 -1 的正交矩阵的集合同 
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胚于 S 0( w ) .引理证毕. 

有时，把0(〃)表示为 R n 2 的子集是方便的. 0(n) 由方程组 AA T = E 确定 . 这里 
R ° 2 是 n 阶矩阵4的线性空间. 

在 R ° 2 中考察形式 〈 A ，〉 = trAB\ 显然，在 R n 2 中取基向量(除第 
<行，第7列的元索为1外，其他元素为 0) 时，这个数量积是欧氏的.如果，4 = 

2❼ v ，那么 

> 、 » s 

〈4,丑〉= 2咖， 

U 

很明显，这个数量积与欧氏数里积是一致的.把矩阵4 e R " 2 与向釐 A = 等 

U 

同时，可以把它与向量 A 的欧氏长度相对应，这时 II /I II 2 = tr / U T . 于是，对 A e 
o(n)， 有 im || = v ^, 即 o ( n ) 位于半径为 A 的标准球面 s n 2 M cir 2 上. 

4.3.6 酉群和特殊酉群 

考察复空间 C 1 ， 其坐标为/ ，…, A 并附上 Heimite 数 量积： (a，b) = Refi P . 

i-1 

其双线性复值形式为 i . 用 （/(«) 表示 cr 中保持坐标原点和这个数量积的 

is ) 

所有线性算子的群，即所有使3 (Aa n Ab) , a,A e C fl 的 n 阶复值矩阵 4 构成 
的群.这个条件等价于矩阵方程4 其中字母上的横线表示复共轭.由此，若 

geU(n)MdeX(g) .定义 f /(«) 中使 det ( g ) = 1的所有《的集合作为子群 
SU(n). 

引理11群叭幻和群 Si / U ) 是道路连通的. 

证明考察 SU(n)； 由代数教程知道.对每一个仏 e SU(n) ，存在酉变换发 e 
，使 a 是如下形式的对角矩阵 

fe ipi 0 

• ；<P\ h +••• +<P n =2/7 r;/eZ 

9 

、 0 

(其中 ， e 〜，】 矣 是算子 心的特 征值) •作 为连接心和 £ 的连续路径只要取连 
续的矩阵簇 y ( f ) 这里 

( e … 0 

鬌 

a (0 = e ^-,i • 

、 0 



4.3 变换群 
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显然， y (0) = A \ r ( I ) =^ 0 . f /( n ) 的连通性可类似地证明.引理证毕 • 

练习证明(作为拓扑空间）同构于 Si /( n ) 与 S 1 的直积. 

练习 ® 是连通李群， " 是它的离散正规子群（对于子群 //. 若群 © 的单位元 
有开邻域 K 使得在&中仅包含 W 的一个元素——单位元，则称//是 © 的离散子 
群）. 证明:任何离散正规子群 W 都在呀的中心之中即好与整个群©可交换. 
有时，把 U ( n ) 表示为 R 2 " 2 中由线性方程组 AA 7 所确定的子集合，这里 

它与所有的 n 阶复值矩阵4所构成的线性空间等同，在 CT ’ 中，考察由 
矩阵所组成的基，这里基的元素除第*行、第 J 列的一个元素外，全部等于 


O ( l ^ kJ ^ n ). 如果 A , 忍 E C n \ 那么， ( A , B ) = Re trA B r = ，这与 C fl2 中的 

Hermite 数最积 一致. 把每个矩阵 >1 与向量等同时，可以求出向量 A 的欧氏 长度: 

\\A \\ 2 ^ ReirAA \ 于是 t /( n ) 位于半径为▲的球面 S 2 ’ 1 上. 

引理12群 CL (/ i ; R ) 由两个道路连通分支 组成; 群 a ( n ; C ) 是道路连通的. 
证明群 GL ( n ; R ) 分解为两个子集合 

®o = U ： detg >0| ,©, = \ g：deig <0| 

的并. 因为矩阵的行列式是它的系数（即在 R n 2 中的坐标）的光滑函数，所以这两个 
子集是不相交的.其次， ©, 同胚于 0 V 

我们证明©。的连 通性. 因为每一个元素 ge ®。， 可以解释为在 R " 中的某个 
基， 利用已知的化基为单位正交的过程，得到 g 可表示为 g = a • < p ， aeSO ( n)，<p 
是上三角形矩阵，在主对角线 _ h 为正的特征数…现在，矩阵 g 沿着道路 


<Pii l 

9 

剩下的就是引用 SO(n) 的连通性,对 GLU;R), 引理证毕 .GL( W; C) 连通性的 
证明留给读者. 

附注 d(n;C) 的连通性和弘 U;R) 的不连通性，还可这样解释 （非严 格）： 
群 GL ( n ； R ) 可用从 R» 2 中删去超曲面 

det ( g ) =0 

而得到 .detU) =0分 R n2 为两部分.在复的情况下， CL(〃;C) 由 C" 2 gR 2n2 删去子 

集 det(g) =0而得到， detU) =0的余维数等于 2( 从实的观点来看），因为复方程 
det(g) =0等价于两个实方程： 

Re(det(^)) =0 9 lm(deft(g) ) =0. 

归纳起来，很明显，“余维数为2”的曲面不把 R 2 " 2 分为两部分 • 任何两个非特殊点 


y ⑴ 


^(0 可连续地变为矩阵《，其中 


(p{0 


(ip x t^{\ -t) 


中2 1 + ( 1 


o 
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"T 用“绕过”特殊点集合的道路连接. 


我们已把叭〃)定义为保持实值数量积 ( a f b ) = ReXa k b k 的矩阵群，但是， 


除此以外，在 C n 中有与之有关的双线性复值形式 〈a,A> = 因此很自然 

地产生保持这个形式不变的矩阵群 i / U )、 即满足恒等式 〈执 I， 你〉 :( a ， b )， a ， 
的构成的群， 


引理13群 i /( n ) 和群是同一个群. 

证明是不困难的，留给读者. 

我们讨论使 C” 和 R 2 " 二致的“实化”的算子.在 C " 中选择 Hermite 基 
，…，^,考察正交（关于 〈tf, A 〉 ） 向贵的集合:这时,任何向 


MzeC fl 有分解式 •• Z = + Yy k ( ie k )y = / + i〆 . 这使得 C n 与 R 2n —致. 

“1 “1 

映射 AC —R 2f >U) =(/，…〆;/,…，/)，称为 C” 的实化箅子.容易验证， C 1 
中的 Hermite 数量积在实化后，转变为 R 2n 中的欧氏数量积. 

“在 R 2 " 中给予复结构”包含什么意义？考察实化 fCT—R 2 % 这时 R 2 "gR n ㊉ 
iR” = C' 于是，在1^中出现线性算子 /M( jt ) =Lr. 显然，4 2 = - £，«) = - e k ， 

即在正交基&,，…〆 ,；<••••,<) 中，矩阵4有形式>1 = ^ ^ ) ，而且 e 

S0(2n). 

定义 S R 2fl 中的正交算子; 4ESO(2n), 若 4 2 = -£，则说 4 定义了 R 2n 中的复 
结构. 


容易验证，这样的算子借助于基的正交旋转，变为形式= ^ 

于是，产生某个正交基 e,, …， U,，" •乂，使 4(6) = t k ； A ( t k ) =张在 
A ，…，6上的空间记为 R n { e k \ ，得到分解 R 2>l = R" U 4 丨㊉ R" 1 •于是，任何《 e 
R 2 ” 有唯一的分解形式 

a = x ^ Ay 9 x 9 yeR fl \ e k \. 

因为 f = -£ :，如果我们考虑向量 U,1 的所有的复线性组合时，得到 C n . 

酉群在实化 AC"— 浐下，发生怎样的变化？设 4 e U(n) ，因为它保持 Her- 
mite 形式，所以在实化后它转化为作用在 R 2 " 上并且保持欧氏形式的算子即它 
是群 0(2 n〉 的元素. 

命题3在实化 wCT—R 2 " 之下产生的单同态 

(p ： U(n)-^S0(2n) 

可表示为 
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= C 十 i 丑 




g S0(2n ), 


K - 中 C 和沒都是实的 • 此外，妒 （ l /( n ” = S 0(2 n ) D < p ( GUn ; C )). 

证明 设…，匕是 c tt 的基； 由此 

(C + \B)e k - Ce k + B{ \e k ) ； 

(C + i 矜 ）（ ie 4 ) = - Be k + C ( ie k )， 


/ C — B \ 

即 pM) =L 一^ 直接计算可得 At(p (4)) = Idet / ll 2 , 即 det ( ip ( A )) >0. 现 

设妒⑷ ep(^/(n))， 一方面 p(4) e 知( 2 〃），另一 方面〆 /I) 是复的非退化算子 
的实化得 到的； 由此,〆 fA(rO)C«7<2n) n < p ( GL ( n ； C )). 反之，设 g e S<7(2n) ， 


g e < p ( GL ( n ； C )). 这意味着豸有形式,即茗 e 少（ t /( n ) 〉•命题证毕. 


4.3.7 非紧致辛群和*致辛群 


如果在线性空间中给出双线性反对称非退化的数董积〈，>，即对任何一对 
向量，有= -并且对任意的 fl ， 当且仅当 ft =0 时 < u ， A > 二0,则说在线 
性空间 L 2 " 中给出线性辛 结构. 具有这样结构的空间称为辛空间.可以很方便地在 
欧氏空间 R 2n l 实现辛 空间. 如果辛空间到自身的线性变换保持辛结构，则称为辛 
变换.所有保持坐标原点的辛变换全体称为实（非紧致）辛群，并表 示为知 （ n ， R ), 
可以证明，线性辛变换的行列式等于 U 

借助于四元数代数 G 来定义紧致辛群.考察 R 4 , 取单位正交基，其向量表示为 
I ，<，>>;于是任意的^€11 4 可表示为 

0 | I • 2 - 31 

q:a • J + ai+aj + a / r ， 

ri %\ a 2 ， fl 3 e R 定义 R 4 中巧 乘法: 先对基 l ， i 山 A 之间定义，然后按照线性性质 
再延拓到 R 4 中的所有向量.^法表为 



这就产生 R 上的四维代数，它满足结合律但不满足交 换律. 也称为四元数代数& 
在 e 中，有共轭运算 

一 0 1 I • 2 • 3 I 

q—q = a • 1 - a • i - a % ] — a m k 9 

并有取(不等于 0 的)元素之逆的运算 



118 


第四章光滑流形（例) 


q-' - q/ I 今 I % | q \ 1 : q * q : ^ (a 1 ) 2 . 

在 G 中有实值数量积 

(q\y<h) =Re(t • 心）， 

其中7, * 仍表示 e 中的乘积.元素 g e c 称为四元 数;， = 0 的四元数称为虚数, 
在分解式 q-a • 1 + fl 1 • i + a 2 • j + a 1 • A 中 a 0 表示为 fl ° = Re ( q ); 于是 (f = 
Re ( 9 ) + Im (^). 

现在考察 n 维四元数的空间 (T ，其基为 e t ，…， e n ， 任 何向量 aeQ n 可表示为 

n 

« = X 9 W e (?• 

*-1 

定义6紧致辛群 s p ( a ) 是中所有保持原点0,以及保持以下数量积不变 
的四元索线性变换的 集合： 


(a 9 b) = Re( V aV ) ， 


a 


a 


空间 0" 可与 C 作典型的等同.设； i = l , 这时么 = Q ；^ q = a ° • 1 • 

十 •*, 利用乘法表，《可以写成形式 

^ = ( a° + a 1 • i) -f j( a 2 - a 3 • i) =z ! + 7 i 2 , 

这里」 = a ° + a ' .«, z 2 = a 2 + a 3 •£ 是复数.沿着 f 中每一个四元数坐标实现这个 
运算时，得到等同式 0"^ C 2 n . 也像复数的情形一样，在定义知 U ) 的同时，也定义 
了使四元数值形式 


(a ， b) = ^ a k b k ；a 9 b k e Q 

不变的群. 

断言“使不变的群与群 S />( n )— 致”是正确的.这个断言的证明留给 
读者. # 

在^ •与等同时，四巧数形式 〈 g ，以将^生么?设及=1，这时 

a • b-^(p^jq)(c+jd) 

^(pc^qd) + ( -pd +qc)ji 

这里，利用了关系式匆 ~ iJ 2 = - 1 ，a • b =b • 5 X 验证!） . 对任意的〃，形式 〈 <1 ，办〉 
化为 

X (〆 C 4 + q K d k ) + 2 (q k c k -p k d k )j t 

k ^\ isl 

其中 

a = (a 1 ， •••〆) 一 (〆 ，•••，〆 +jj n ); 

b = (b l 9 - 9 b n )-^(c l +yi,...,c n +)>)• 

显然，形式与 C 2 ” 中的 HermUe 形式 一致； 而形式 

身 = 1 
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{a.b) A = X (q k c k - p k d k ) 是反对称的，即 

“I 

(a 9 b)i = - 〈 K. 

如果算子 4#—(? n 保持 〈fl 那么在 f 等同于 C& 以后，它保持两个 形式: 
(a ， b) H 和 〈《，&〉,. 算子保持 〈fl ，就是说它是酉算子.我们证明了 Sp(n) 可以 

嵌入在 "( 2 n) 中作为保持 C 2 " 中反对称形式〈0>, 4 =交（# -〆/)的 子群. 

“1 

命题4群 GAU;R),CL(n : C),SLU ; R)， 从 （/z;C) 是非紧 致的； 群 U(n ) ， 
SU(n) Mn) ， SO(n) ,SpU) 是紧致的. 

证明 按照上面所指出的方式进行. 

注意，我们没有列举出所有的李群. 

考虑低维数的某些李群.我们看到， 50(2) 同胚于 圆周; S0(3) 同胚于 /W> 3 .显 
然， t/( 1 ) 給 S 1 . 我们研究知（丨）和 SU (2). 

命题 S 群义/(2)和 S/>( 1)( 在代数意义下）是同构的，且二者都同胚于球面 
S 3 •群 S0(3> 是 St/<2) 关于子群 & = _£) 的商群. 

证明群知（〗 ） 在 G 1 = 0中的作用是乘以四元数，即每一个4 e 知（丨 ） 有形式 
~ =(7 • 5，而 a eG 是固定的四 元数. 因为 9 q 2 ) f = qi •^在/!的作用下保持不 
变，所以 

Q 2 -qiaaq 2 = \a\ 2 q x - q 29 

由此 lal =1 •因为 Ul • 161 =la - 61( 验证！），所以 Sp(l) 同构于所有四元数 a e 
Q .\ a \=\ [^群，这些四元数构成了球面 S 3 •我们证明知 （1) 同构于犯(2)•考察嵌 

入 S P (1) 一 f/(2)( 参看上 面）. 因为= 1,所以嵌人有 形式： f ? 而且 

\ -Q PI 

<? 3 = 1.这由直接计算即可验证. 

于是, Sp(l) 同构于 f/(2) 中幺模子群，而且它的维数等于 3. 因为《/(2)也是 
三维的,所以 Sp ⑴与 Si/(2> 同构. 

现在来证明存在满同态 /:St/(2)—SO(3), 并且有同构于 Z 2 的核. 我们把 
*«/(2)实现为0中单位四元数 的群; 设 /( a ) =aqa.\a\ =l,Re(7) =0,即虚四元 
数，它们构成与1 正交的子空间 R 3 CR 4 . 因为 

/(a. • a 2 ) =a,a 2 ^a 2 a, =/(a,) */(a 2 ), 

从而 / 是同态 • 变换 /(a) 把 R 3 (虚四元数）变为自身，并且因为 K c {aq,aaq 2 a) = 
Re(flA q 2 a) =Re(^, 匕 ）， 从而 /(a) 是等距变换.于是 /(a) eS0(3)( 由于 S 3 的连 
通性，像 /(S 3 ) 在 S0(3) 中）. 

我们来求/的核 • 如果对任意的^1< 3 (%( < 7)=0)有叫=卯，1^11=1，即 < 1 = 

±丨，因为 a 与所有的虚四元数可交换，也就是 a 的虚数部分等于0.因为 

£)， 


Ker(/) =Z 2 =(£, 


Mi 



mm 
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那么 diin ( S 3 / Z 2 〉 =3,并且因为 dim 50(3) =3,所以/为满 同态. 命题证毕. 

SO (3)^ S 3 / Z 2 的事实对应于尺 〆 表示为商的形式 S 3 / Z 2 ，其中 Z 2 作用在 S 3 
上的作用是向董乘以- 1. 


习 题 

1 . 证明屮 (2) 与圆周（度量为山 2 =如 2 )的所有等距变换构成的群相同， 

2. 证明 ：群弘 ( 2510 /：^* 道路连 通的. 

3. 证 明：群 "( n )( 作为拓扑 空间〉 同胚于与圆周的直积. 

4. 设 ® 是连通李群，好是离散正规子群 （ 如果，群 © 的单位元有开邻域 "，使得在 "中只 
有子群//的一个元家——单位元，则称子群// 为离散的. ) 证明：任何离散正规子群"在群保 
的中心之中，即与整个群©可交换. 

4-4 动力系统 

我们已经熟悉向量场 1/( 均 = grad /< x )(/ 是 IT 上的光滑函数)，实际上，在曲 
线坐标中 grad 不是向量场，因为这时有另外的变换规则，并且仅在具有黎曼度量 
时才能把 grad 解释为场. 

注意,在欧氏空间有等式： 

^ = (a,grad/), 

其中£是方向导数，〈，> 是欧氏数量积.若 l /= H 是光滑流形，则水平超曲面 t /= c | 
的维数等于 n -1. 

定义1若 grad/U) =0, 则称点 |/=c| 为函数/的临 界点; 反之，则称％ 
为非奇（非临界或正则） 点. 

引理1设/(幻为 R " 上的光滑函数,％ e |/= c ) 是非奇点.则向量 gmd / U D ) 
在点〜垂直于超曲面 l /= d ，即 grad /(巧）垂直于|/= H 在点％的任何切向董仏 

证明可由关系式 〈 Lgrady ) =£得出 • 

我们称在光滑流形上给出了光滑向量场 r (/>> ，如果在每一点 p e AT 给定 
向量 I；⑺ e 7>( M n )， v(n 光滑地依赖于 P . 

定义2向量场 》( P ), 若 t ^ P 。） 这时称匕为向量场的奇 

点 •奇 点心 e AT ，如果存在心的开邻域 R 在 "中 ，除点均外，无其他的奇点.则 
祢 P 0 为孤立 奇点. 

但是,不连续场在物理上起着很大的作用，这个场在狀 1 上除某些孤立的间断 
点以外是处处光滑的. 下面我 们来介绍一些 例子. 

设 c ( P ) 是上的光滑场.注意，轨线 y (0 ，如果 
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y(0 =v (y(0 ) ， 

即切于 y ( G 的速度向績与向量场 v —致，那么，就称 y (0 为场的积分曲线. 
例设 /( P ) 是平面上的函数，且以 P ) = grad /( P ). 

( a ) f ( P ) = x 2 + y 2 , grad /= (2 a :,2 y ). 积分轨线从点 0 发出，组成射线束（图 
4. 36) 

( b ) /( P ) - - x 2 - y 2 , grad /= ( -2^:, -2 y ). 积分轨线是进人点 0 的射线（图 
4. 37) 

( c ) f ( P ) - -X 1 + y 2 , grad /= ( -2 x ,2 y ). 积分轨线是双曲线（图 4. 38). 
( a ),( b ),( c ) 三个场都以点0为 奇点. 函数/在情形 （ a ) 为极 小点； 在情形 

( b ) 为极 大点; 在情形 ( c ) 为 鞍点. 

人们通常说的向爐场®就是沿着流形流动的流体的流.同时认为在流体的每 
一个质点上安上一个向量，指出该质点的 速度. 例如，图 4. 36中的奇点是源（流体 
山点流出” ） ，而图 4. 37中的奇点是汇.场 I ；的积分轨线有时称为流体的流线. 
依赖于时间的流动称为非稳定场，它们可以模拟为光滑地依赖于时间£的向量场 
v ( P 9 t ). 



v 


图 4. 36 




4. 37 


如何求出场的积分轨线？相应的工具在常微分方程理论中 研究. 每一个场 

=(1/(户）广、《；"(户））可以等同于常微分方程组 : |=|/(/，"-，/),1^彡几常 


微分方程组的右边部分不显含参数 （时， 称为自治方程组或稳定方程组. 
在特殊情况，积分轨线的性态可用十分简单的述语来描述. 






图 4. 38 


图 4. 39 
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定义3设给出与 AT 上的场 v ( P ) 相应的微分方程组，若’上的光滑函数 
f ( P ) ，沿着流的所有积分轨线取常数值，则称 /( 户）为方程组的积分. 

设/是积分.超曲面 j /= H 在 c 改变时使 分层. 考察固定的超曲面 /( 尸）= 
c 。. 在 grad /的正常点的邻域中，曲面 l/= cl 是 n _ 丨 维的光滑子 流形. 从积分的定 
义知，如果积分轨线与 l / = c 。！ 有公共点，那么整个轨线都在 上. 由此得到， 
在每一点/>，曲面 j / = /( P ) 丨都与场相切（参看图 4. 39) •这就是说，每一个曲 
面 l /= c | 由流 I ；的积分轨线分层.把场 I ；限制在曲面 i /= c | 上时，就能够使原来的 

方程组降低一阶 • 

如果给出两个函数独立的积分/和 g (即在的几乎所有的点上， grad / 与 
grad g 线性无关），那么方程组的阶数甚至降低两阶 （ 参看图 4. 40) 等等. 如果给出 
一组 n -1 个函数独立积分，那么所有的积分轨线可 
以描述为 

y ⑴=1/1 1 n … 

A I 乂 -1 = ^ n-l f * 

其中， y (0) = PJ k ( P ) = c 4 , l ^ A ^ n - l . 

如果知道 n 个积分，那么最后的积分给出点，在 

积分轨线上运动的速度，即流完全 可积. 閉 4. 40 

定义4设”，…,是 AT 上的场，如果向量 

v } ( P ) 

在每一点 P e M n 都是线性无关的，就称场〃 * 是线性无关的 • 

命题 1 ， = © 是李群，在上总存在 n 个线性无关的光滑向量场 

证明 考虑®上的左位移运箅显然 ，心是 ® 的微分同 胚. 考虑单 
位元 eeffl ; 在厂（©)中给出 n 个线性无关的向 t q ， …，匕，并考察微分说心 

= dL a ( e k h 因为 L a 是微分同胚，所以队是非退化的， 

即向馕 ( a ) ，1在 A ^,是线性无 关的. 命题 证毕. 

可以在 S 3 上作出三个无关场的有趣例子 • S 3 同胚于 SU (2). 设 S 3 = U e (2; 
\ q \ = 1 I •命 

V i ( q ) = iq , v 2 ( q ) - jq , v 3 ( q ) - kq . 

易知，这些场在点〃切于 S 3 并且是线性无关的 • 

练习题 求出球面 S 3 上所说场的积分轨线的显式 • 

在， 上的光滑场中分出一类所谓的梯度场或势场. 

设，附上了黎曼度最，并且/是，上的光滑 函数. 这时 grad /= 是 

7 V ( AT ) 的对偶空间的元素.为了得到向最，作出场其分量为”（户）：/(幻=,(幻 
显然， */ ,•••， 〆 按向最的坐标变换规则变换，仍用 grad / 表示它 • 

dx 
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定义5形式为 t ；( P ) = grad / 的场，其中/是，上的光滑函数，称 为， 上的 

势场或梯度场. 

引理2势场没有无奇点的闭积分轨线. 

证明设存在闭积分轨线.它称为系统的周期解.这时40 =〃 是 

解.若/是势，则 

^=(i 9 v(x)) =^*V(*) =g ¥ v i (x)i/(x) 

= I grad /1 2 > 0. 

ill 此， / 在/增 加的方向上严格单调增加•但由于轨线 y (0 是闭的，从而经过一段 
时间后，点 y (0 返回到原来的位置，这与/的单值性相矛盾.引理证毕 • 

例如，图 4. 41表示的场，不是势场 （ 流体绕坐标原点旋转 )• 

考察在二维流形上的场.为简单起见，限制在局部来 研究; 这时可以认为，是在 
欧氏平面上给出流.我们将把场解释为具有均匀密度的流体的流（密度等于丨）.由 
常微分方程教程知道，每个流以不变的方式联系着单参数可微同胚群，即沿着场的 
积分轨线的位移.设场®的坐标为 （PUoO Mx . y )) ，考察边为 dx，dy 的无穷小矩 
形中质 t 的变化（参看图 4. 42). 如果 dm 是矩形（办，办）中流体的质量，那么 dm 

= dx • dy. 


■ 



v { x 9 y ) 



( x . y ) 


图 4. 41 


94.42 


如果 y ⑴是解，那么 f 恰好确定为沿 y ⑴的 位移; 假设人 （ P ) = yU ), y (0) 

•则映射人是微分同胚.考察 P = 厂 

和矩形（厶，办) • 经后，将（厶，办）变为 I 

无穷小平行四边形厂 （ 参看图 4. 43) •随着 t 
的变化，醜钟 ）= 厶⑴•办⑴也 变化. 

/ a / 


引理3无穷小矩形（办，办）中质最的 



变化为 


( dm ( t )) 


(dP 




^dxdy. 


阁 4. 43 


证明我们认为在（办，办）中引进新坐标系，我们有 
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dx(t + A 0 • dy ( £ -f A /) 

d ( x ( t ) +△£•<)• d ( y ( t ) + Atyl ) 




(也 (0 


十 


Atf^—dx. 


dx 


% dy )) 


( dy ⑴ + At (尝 


因为在第一个因式中，仏 U ， y ) 仅沿着轴 ar 取改变董，所以在这个因式中，改变量 
Ay 等于 0. 在第二个因式中，仅沿着轴外取改变量，即 h 消失.于是 




| dx ( t ) + jI dy ( t) + Af 乎 dy ) 

dx(t) - dy(t) + - dx(t)dy(t ) ⑤ 


略去高阶小量，得到 


Adm ( i ) = At 


• I -- 




引理证毕. 


定义6函数 divi ； 称为流 V 的散度（在笛卡儿坐标系 


中）.如果 div (» ) 


dx by 

0,则该流称为是不可压缩的. 


由引理3得到，当且仅当流是不可压缩时，质量的变化为0.设 Z ) 是具有逐段 
光滑边界的有界区域， 0( t ) 是借助于单参数群将/>沿着 V 的积分轨线位移 r 后得 
到的区域.设 Z >( f ) 的面积为 K (0, 若流体的密度为丨，则以0就是包含在中 
的质量. 


命题2对任意有界区域 DG )， 有 


dV ( t ) 

dt 




jj ^ div(v ) dxdy . 


Dd ) 


把/ >(0 分为无限小的矩形并应用引理 3 即可证得. 

定义7流 I ；=(尸，(0,如果'= A ，则称该流是无旋的 
这个条件可以改变形态.考虑平面上任意的光滑闭 

路[乂’ = 7 (£) ; 数]^〈1；("£))，呶0>出（图4.44)称为流 

v 沿着 C 的旋度，也称为流沿着闭路的环流] ». 

引理4流 I ； =(/>,(?) 是无旋的,当且仅当它沿着任何 
光滑闭路的环流董等于 0. 

证明设 Z ) 是 C 所围的区域.我们有 
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= J ( 尸 y - Q t ) dxdy ； 

t ) 

y(0) - y (2 it ) . 

这里应用了 Stokes 公式 ( 参看第 6 章).引理 证毕. 

命埋3设是平面上的无旋流.当 I；是势场时，即存在光滑的函数 
使 I； =grad a(x y y) ，则形式是函数 a( a :，y) 的全微分，函数 a(x，y) 除一 
个可加常数外是唯一确定的. 

证明应该在 f = P 的条件下积分微分方程组 

By dx 


关于$积分第一个方程，得到 



da 

石‘ 


( x , y ) 


P(x,y)dx + g(y). 


关于 y 微分，得到 


Q(x 9 y) 


c ^ Q ( x t y ) ^ 


dg { y ) 

dy 


或 


<?( 0 ， y ) 


dg(y) 


即尽 ( r ) = J ^( o ，： r ) 办 + 。 ， 这里 c = 常数•于是 

d(x,y) - fp(x f y)dx ■♦- f Q(0,y)dy 


假如从方程着手积分，那么得到 

• •• f 釋 ••… '• 

a(x,y) = ^ Q(x,y)dy + ^P(x 9 0)dx + c. 

函数 a (: r,y) 就是流 的势. 我们从几何上来描述 flU，;r). 

考察两个分段光滑道路 r = y,Uy 2 ,y r =r； U/ (图 4. 45〉.显然，有 


a “, y) = | (Pdx + Qdy ) ； 

= \ t (Pdx + Qdy ) , 

Jr 

即 aU,y) 可以沿着道路 y 或/将微分形式 to 二 Pdx + 
(?办积分而得到. 

命睡4设流《是无旋的.当它是势场时，则势可表 

示为 



图 4. 45 





艇 Mii . 


- 
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a(jc,y) = j Pdx + Qdy - Jo>, 

这里7是任意从点(0,0)到点 U ， y ) 的分段光滑的道路.积分不依赖于道路的 


选择 • 


证明 \pdx + ( Wy 不依赖于道路的选择（起点和终点是固定的），这个事实 

可由 Stokes 公式得出（参看第6 章). 道路可取图 4. 45所表示的两个道路之一.命 
题证毕. 

设 c 是无旋的和不可压缩的，它的坐标/ 5 和 P 满足 

逆 = J ^ = p^da da 

dx dy ' dy dx ， dx ’ dy ’ 

由此, + =0. 二阶线性微分算子 A =^ + f ^( 在笛卡儿坐标下）称为 La - 

dx dy dx dy 

place 算子 . 满足的函数 / U ， y ) ，称为调和函数. 

我们已经证明了无旋的和不可压缩流的势是调和 函数. 通常把与另外 

的势 Why ) 成对地考察， 6 U ，： k ) 称为共轭势,或称为共轭流的势.它是方程组 



的解. 函数 6(\ y ) 是流5 =( -<?，）的势, S 称为 I ； =( P ,(?) 的共轭势.显然，流 I ； 
和 S 是相互正交的 • 

考察复变量 + 的平面，和复值函数 /(ly) -a(x 9 y) +i6(x ， y)，a 和 
是不可压缩流 v =( P ，(0 的势和共轭势.把简记为义，心因为 \= P, fly = 

Q ， K : - Q ， b , =戶，所以 a , : b ” a y = - 这样的函数 /( it , y ) = a 称为复解析 
函数，而 a 和/>所满足的方程称为 Cauchy - Riemann 方程 （ 条件）.函数 a 和6分别 
称为函数/的实部和虚部= Re(/),A = Im (/). 我们注意一下复解析函数的一些 
性质 • 

wiy ， 可展开为变量 j «， y 的收敛级数的任何函数 

g(x,y) -u(x,y) ^iv(x,y) 

可写为 W ( x ， y ) •按复合函数的微分法则 


类似地，有 


d dx d dy d 1 / d 
dz dz dx dz dy 2 \ dx 




从函数 gU ， z ) 的集合中分划出那些仅依赖于 z 的函数.在分析中，这可以写为 

=0. 这样的函数也称为 复解析 函数; 它们展开为仅含变貴 z 的收敛幂级 
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数.因为 f = 0, 所以 


+ ^gy = 0 ， 

UP u % +ir，, + i ( u v -f it ； ) =0 ,故 条件孕 =0 等价于 Cauchy-Riemami 方程 •• u x = v y f 


因此，证明了下面 定理： 

定理 1 平面上任何无旋的和不可压缩的流 V ^广⑺可表示为於 = grada (^, 
y ) ，而共扼的流 i = ( PyQ ) 表示为 i = g ： rad 6 U , y > ,其中函数 / U ， y ) = 

+ 是复解析函数，并且除一个可加常数外是唯一确 定的. 反之也成立:若 

/( 2 ) 是复解析函数，则流 v =grad Re(/(z)) 和 S = grad lm(/0) ) 是无旋的和不可 
压 缩的; 此外它们是互相共轭的. 

似和 i 的积分轨线是正交的. 函数 称为流的 复势. 现在来研究平面上 
向量场的奇点例子. 

设 v 是无旋的和不可压缩 的流. 怎样去找 v 和 i 的零点？从 Cauchy-Riemann 
方程，有 


/:(，）= y (/, - l/v ) = a x - l °y = + 认,. 

引理 s 使 /: U ) =0的点与流 ti 的零点相同（这些点也是流 i 的零 点）. 

由 y ： ⑴=«,-咚=\十4立即可以得到证明， 

到现在为止，考虑的都是光滑场.但是上面所进行的所有论证对于有孤立间断 
点的流，且这些间断 点又不 是方程 /( z ) = o 的解时也适用 • 

& V 是不可压缩的、无旋的流，即 

v = grad Re(/(z)). 

如何求出这个场的积分轨线？结果是不滞要解相应的微分方程组. 

命题5 设 /sa + iA 是复解析函数. 

v =grarl(a) 9 v = grad ( 厶 ) • 

那么， b 是对场 ® 的积分，而 a 是对场^的积分，即《的积分轨线是函数6的水平 
线，而 i 的积分轨线是函数 a 的水平线. 

证明显然， 

☆ , grad 6> = a ,6 x + a ， b ， =0， 

和； ^ =0 .命题 证毕. 

a v 

考察例子. 
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1 ) 设 /( z ) = z* ， A 多 2. 显然 , a : r k cos kip ； b - r k sin hp , 在图 4. 46 上画出了 
grad ( a ) 的积分轨线 （ A ： =4). 


m 


图 4. 46 图 4.47 

2) 设/ = 2 多 1 /=/■“• ( cos k(p -isin ~>)。图 4. 47表现了 grad ( a ) 的积 

分轨线 U =4). 

3) 设 /(z) = ln“) •图 4. 48 表现了 t ; 和1；的积分轨线.这是对数的特性. 

4) 考察 )KyKOBCKH* 函数 /(z) (对其中一个流的）积分轨线表现在图 

Z 

4. 49 上. 练习 :作出 它的共轭流的 轨线. 




图4, 48 图 4. 49 



5) 设/⑴ =^-( ln (^ a ) -匕(2-«))，《是实数.一个流的图表示在图4.50 

a ^ - 

上. 

练习请作出共轭流的图. 

这里可以用图解说明奇点的汇合•在 a ^ O 时,流的图（参看图 4. 50) 与偶极子 

相同(两个电荷，放在奇点上〉•在0时=1,并且偶极子场转化为 

2 

与一阶极点的流场 ( 参看图 4.51). 



少如 • 
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图 4. 50 图 4. 51 , 

6) 考察具有简单实根的多项式-%) •流示意图表示在图 4. 52 

i cl 


I：. 设所有的根％趋向于 0, 多项式转化为 P k (z) =/， 它仅有 一个々 阶 零点. 流的 
形变参看图 4. 53. 





图屯52 




4.53 


7) 练习利用球极射影，将上面的描述的流转移到二维球面上 • 

在 S 2 上作出无奇点光滑场的企阁是徒 劳的; 这种情况不是没有原因的.我们 
从直观 t 论证， S 2 上的任何光滑场一定有奇点.假定在 S 2 上作出了无奇点的场.把 
s 2 表示为两个圆盘 的并: s 2 = d . ud ^ d , 是中心在南极 yv ， 并具有小半径 e 的圆 
盘, A 是公，的补集（参看图 4. 54). 



图 4. 54 图 4. 55 


在仏和 A 上引进笛卡儿 坐标: U , ) 和 （ i 2 , y 2 ). 这时，在 R 上场 P ( 在这 

些坐标系中）有图 4. 55中指出的样子.该向最场的样子可以从如下看出.沿着经线 
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拉长 z >, ，使它覆盖除小半径的 z ) 2 外的几乎整个球面.这时我们便得到图 4. 55中 
所指出的情况.因为 A 的半径可认为是很小的，所以直观地看，很明显，它的内部 
应该有 奇点； 否则轨线的情况就和/>,的情况一致了. 

4.5 二维曲面的分类 


我们从一般的定义开始，然后给出例子，最后证明曲面分类定理. 

4.5.1 带边流形 


现在扩大光滑流形的概念，使它包含 R " 中由方程组和不等式给出的子集合. 
K CR ° 表示由/多0,给出的半空间.用 表示 R ' 的边界/ =0. 如果 

- R 1 在所有的点，也包括在边界点是连续 函数. 我们定义函数/的微分.如果点 
A e IT 是内点，即 < >0,那么微分的定义即通常的定义.如果 x。 e RT •，即 < =0， 
那么就采取如下的定 义:若 展幵式 

n 

f(x) ^f(x Q ) + V - x l Q ) + o(x -x 0 ) 

成立，其中 l»m °~~ =0( 当 ^ x Q , x n ^0 时），则 / 在点 jc 。 是可微的,这时〜= 

IX — JC 0 I 


5 


( X n ) =1 — 1 , 


a n = 丨， 4 + 打） -/Ui, …， O )• 


最后一式的极限称为函数 / 在点 X 。 的偏导数$是恰当的.对函数光滑性的类 t ' 

dx 

r = l ，2,•••,», 可类似地 定义. 

定义1度量空间 W 称为带边光滑流形,如果存在图册 | f / a | ，和坐标同胚％: 
CRU a 是 R "+ 中的开集，使坐标变换函数 

1 : V afi = A ( K 门％ ) —k =%("« 门 仏） 

是光滑函数. 1 C 中的线性坐标（ V ，…， X ") 诱导 出图％ 中的局部坐标 :<( P ) = 

这时，在任何局部坐标系中有会0•如果 <(/>) >0,则称 Pe 杯 
为 内点; 如果=0,则称/>为边界点. 

于是带边流形的特征是存在局部坐标为 （4, …， < ) 的图册 li /丄 对任何图， 
在内点满足严格的不等式 < >0;在边界点，等式 < =0成立.如果图不包含边 
界点，那么可以去掉条件< >0而不失其一般性，边界点的 集合⑽ 是低〜维的光 
滑流形 • 事实上，应取交 w a ^ dMnu a 作为图册，取图 t / a 的前 （ n -1) 个坐标 
…,作为它的坐标 • 坐标同胚 M 参看上面）使心同胚于匕 ART 1 , 而变换函 
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数作为流形 W 的坐标变换函数的限制仍是光滑的. 

如果 = 0 .则得到前面所讲的流形的概念，今后我们将称之为闭流形. 

例1考虑 R “ 中由不等式$ I 给出球 / T , 空间 ZT 是以为边界 
的流形. 

例2 —般地，设 /: tr — R 4 是满足隐函数定理的条件的向量函数，即在所有 
的点 |/( P ) =01，微分會有最大可能的秩.考察等式和不等式组 /(V , 

X ) =0,…， /“（ A … =0 ，/ 4 (V •… 〆 ）彡0,并设 A /' 是这个组的解集合.如 

果在每一点尸 e / W \ rank |^7| : A - 1,1彡 i •彡 A ： - J ， J 在5彡行，那么，4/'是以 aA /' = 

为边界的 流形. 事实上，根据对方程组/ =0,=0隐函数定理在点 
Pe W \ A / 的图册是存 在的. 考虑 Pe M •设 / V # 是方程组/ 〖 =0， 1 =0 在点 P 的 
某个邻域中解的集合 • 这时/可以看作 V 上的 函数. 显然^/的微分在/ V '上不等于 
0. 于是，根据第三章§5的定理， yv 微分同胚于区间（-心幻与流形/ V 的 直积 : ;v 
=/V x (-£'), 其中/ V 是似与点 P 的邻域的交,所以不等 式/多 0分解出图 /V x 
[04)，其坐标取为流形 yv 上的( V ,…，广 4 )和函数 / bo . 

例3从上面的例子中看到，有边界 aiz 的流形 M 与闭流形/ V 的笛 R 儿直积 
是有边界 dAf X / V 的流形 MxIS . 

4.5.2 可定向流形 

定义2流形（或带边流形） M 称为可定向的，如果存在图册 U / a 丨，使得从一 

个局部坐标系到另一个的转换函数的 Jacobi 是 正的. 我们也称使所有的坐标转换 
凼数的 Jacobi 为正的图册 | i / a | ，在流形对上给出一个定向，而图册本身称为定向 
的图册 • 如果两个定向的图册 UAJ 和丨的并 I U i %丨仍为定向的图册，则 
说这两个图册给出相同的 定向. 

用改变每一个图中局部坐标的方法能把可定向流形的所有图册变为定向的图 
册（证明！） . 

命题1在连通的定向流形上存在两个不同的定向，并且任何图给出与 W 的 
定向中的一个相同的局部定向. 

证明留给读者. 

关于於的定向还有另外的表示法 • 我们说，基 （ q ，…， t ) e R rt 给出了欧氏空 
间的定向.如果两个基变换的行列式是正的，就认为有相同的 定向. 这时， R ” 同样 
具有两个不同的定向.给出 W 的定向，这就意味着给出了在每一点 PeA / 的切空 
间 7 V (杯)的定向•设史:[0，1]—似是连续道路.对始点的任何基 （ e,，J e 

可作出连续的始于 U ,, …, ej 的基簇⑴，…，〜⑴） e 7； ( 。 （似），此 
外，在7；( 0 ( A /) 中给出的任何两个这样的簇都有相同的定向•如果屑是可定向的， 
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那么在道路 P 终点 W 1 ) 的定向不依赖于道路的 选择. 这样，在 W 上给出了定向， 
也就给出了切空间 7 V ( M ) 的定向，使得它们沿着连接一对点的任何连续道路都是 
一 致的.（证明两个可定向性的定义是等价的 .） 

定理1如果带边流形 M 是可定向的，那么边界 aw 也是可定向的流形. 

证明设是似上的图册.在任 何图％ 中，最后的坐标< 是非 
负的函数.因为 M 是可定向的，如果必要的话在每一个图 K 中变坐标 < 为-必 ，可 
以认为在每一个相交的图 L ^: u a nu fi 中，变量变换的 Jacobi 是正的.作为撕上的 
图，也像以前一样，取交 W a ^ u a n dAf ，而取前面 n - 1个坐标作为它的局部坐标，即 


( Z ， …， . C '〉=( 心”， •我们证明，在任何点有 det (朗 >0. 


我们考察，在包围的流形似上,坐标变换在点 P 的 Jacobi 矩阵 


m - 


因为在交礼 n %上，< = < = 0 ， 所以 


K 


0,1 - L 


所以， det 


d(x a ) 


det ^ y -^>0. 于是因为在交 U a DU , 中,; c >0, 所 


以& ( P )>0. 于是 

del ^4( P ) >0. 

定理证毕_ 


定义 3设 W 是带边的定向流形， | t / a ，（<, …，<)丨，<多0是给出 AT 定向的 
图册.廣的定向由图册％ (夂，…， w 1 ) =«,…，心 1 )给出的 w 的 


定向称为与 M 的定向是一致的定向. 


例4考察 圆盘/ ^ CR 2 . 为了给出 Z ) 2 的定向，在一点确定一个基即可.如果 
点 P 在边界上,那么基可以这样选取，第一个向置 q 切于边界，而第二个向量指向 
圆盘的内部.这时边界上由 q 确定的定向与 Z ) 2 的定向是一致的. 



例 S 考察”你—带，它表示为将两条不同方向的对边等同的正方形 （L 
4. 56) •在4点取基 ( e , ，6),沿曲线4执 | 作出连续的基簇.在道路的终点基改变了 
定向，即 Mttbhis 带是不可定向的.但是，它的边界是可定向圆周. 


4.5.3 二维流形的分类 


现在来描述二维流形.它们当中最简单的是球面 S 2 , S 2 与 CP 1 是同胚的.已知 
环面 xS \ 也允许它有下面的表 示法. 设 © = Z ( a )®2(6) 是 Ahell 群，它的 
生成元素 a 和6表示 R 2 中的 位移: a(u> = ( « -f 1 ,y) ,b(x 9 y) = (x,y -b 1 ). 考察 
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商群 R 2 / Z ㊉ Z 就得 到尸. 正方形，0 在： 称为基本 区域; 它的功用是它 
在⑻ 的元素的作用下，能“铺设”整个平面（参看图 4. 57). 



m 4. 57 


考察 R 2 U ， y ) 上在另一个群它的生成元是由 R 2 上的变换 AU ， y ) = 
(x,y ^\) ,a(x,y) =(1 - + 1 ) 给出的（求出 a 和6之间的关系式).基本区域表 

示在图 4. 58中.按群的作用把箭头指出的边恒同.求商以后产 生的曲 面表示在图 
4. 58中，称为 “Klein 瓶”.环面和 “Klein 瓶”都是光滑 流形； 环面是可定向的，而 
“ Klein 瓶”是不可定向的 （ 验证它！） • 



图 4. 58 
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把正方形的边按图 4.59 所指出的方向粘合.因为正方形同胚于_盘，所以得 
到射影平面.我们试图在 R 3 中来实现所要求的粘合.图 4. 60 中指出了粘合的过 
程，导出了 R 3 中的 I ?，模型.所得到的不是浸入的子流形，因为有两个奇点4和 
B . 然而在 R 3 中的浸人还是存在的.关于这一点在下面讲述. 



图 4 . 59 图 4 . 60 

引理1 /?产同胚于阏盘与 MObius 带沿公共边界的粘合. 

证明参看图岑 61. 

1 b ^ b ^ b 

°D ： Q : ，:它 



图 4. 61 


等价的说 法是： 如果从上去掉圆盘，那么就留下 M 6 bi US 带了. 

从另外的观点来考察尸和应用图 4. 62所表示的同胚，可以认为由 S 2 删 
去两个圆盘并粘上代替它们的“柄”（参看图 4. 62), 此“柄”同胚于 f xD 2 . 为了得 
到 KP 2 ,应该从 S 2 上删去一个圆盘并粘上代替它的 M 6 bius 带（参看图 4. 62). 称这 
个程序为“粘合 Miibius 膜”. 考虑球面粘合两个柄和球面粘合两个 Mobius 膜，会得 
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到怎样的曲面？考察八边形（图 4. 63) ， 在它的边界上配置了字母 a ，6， c ， d ， 依次 
(按顺时针方向）组成的字是 W ^ aba -' b ^ cdc ' d '. 实现粘合（参看图 4. 63) •所 
得到的二维流形称为“8字形圈”，它同胚于带两个柄的球面 S 2 +2 K 用 r 表示柄) • 



IS 4. 62 



图 4. 63 


引理2 Klein 瓶同胚于粘合了两个 Miibius 带的球面. 
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证明参看图 4. 64，两个 Mcibius 带沿其共同边界的粘合等价于在带有两个孔 
的球面贴上这些带子（把两个 Mobius 膜贴在柱面上）.引理证毕 • 



图 4. 64 


现在来作岀 及产 在 R 3 中的 浸人. 考察作为 Klein 瓶一半的 Mobius 带在 R 3 中 
的浸入（参看图 4. 65). 这是因为像图 4. 65表示的那样把瓶割开，得到两个 M5bius 
带（参肴引现 2) •根据引理1，为了得到 /? P 2 , 只要把 M 此 ius 带与圆盘粘合即可.我 
们力求在 R ; 中实现这个粘合，以便得到浸人 ->R\ 将 Mobius 带的边界安置于 
平 I 射] ：( 参看图 4. 66) ，并着手将这个平面朝读者的方向平行于自身地移动.这时 
便实现了 Mrtbius 带的边界曲线的光滑变形（参看图 4.66). 于是我们借助于带有 
变形圆周的曲面自动地建立了 _ biu S 带的原来的浸人最后，圆周成为自不相交, 
并把它与圆盘粘合，这就给出所求的到 R 3 中的浸人. 



图 4. 65 


我们得到构造二维流形的两种方法 （ 图 4. 67) : 

1) 把 A 个柄粘在 S 2 上； 

2) 把 s 个 M 6 bius 膜粘在 S 2 上. 

从而得到两个系列的 流形： 



=S 2 +kr 9 M^ st =S 2 + 私 2 . 

是可定向的，而 < 是不可定 向的. 可以在 S 2 上同时粘合柄或 Mobius 膜，但是得 
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pa 4. 67 


小到新的流形•考察炉间定枘 r 的一个“脚并幵始 沿肴朝 M « bius 膜的方 
| f ， j 移动另一个脚掌，然而，有 Mobius 膜的枘转化为两个 M 6 bius 膜(以后 ' hH 明）. J 是， 

运 S 2 +(2 A +. Om , 即“混合型”流形同胚于“不可定向”的 流形. 

前面已经指出，所有可以光 滑地嵌 人 r3 中. 我们诬 明不可定向的流形 0 了 

以) t 泔地没入 R ' 中•对尺尸： = &’ 前 iW 已经证明•从图 4 . 68 得到，< 是儿个 til 
[•■] 的及 〆 的粘合（名为连通和）•把它们中的每一个，各自地浸入 R 时，就顧< 

在 V 中的浸入 • 



图 4. 68 


定理 2( 分类定理）任何光滑、紧致、连通、闭、二维流形或同胚于有&个柄的 
球曲 S 2 ，或同胚于有 s 个 Mdbius 膜的球面 S 2 . 
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证明分几段来 证明. 如果在指定类型的 A / 2 上标岀有限多个点，…，/\，用 
有限多条光滑曲线段 y a 连接它们， 使得： 

( 1 ) 每一曲线段 y . 始于某个顶点 P a ， 终干某点 /%，/^#^;而且在 7 ,上除/^ 
和^外没有另外的点 P y; 

(2) 所有这些线段的总体把 A / 2 分为有限多个闭三角形，它们的顶点在集合 
1尸 。 1中； 

(3) 分解后，任何两个三角形 △, 和^ 2 ，或是不相交，或相交于一个公共的顶 
点，或相交于一条公共边（即线段％中某一条），则我们说你 2 被三角 剖分. 

练习作出环面、射影平面和 Klein 瓶的三角 剖分. 

同一个流形允许有无限多种三角剖分 .* 

引理3任何二维、光滑、紧致、连通、闭的 M 2 允许有限的三角 剖分. 

证明将在第五章中提供. 

考察 M 2 的三角 剖分. 每个三角形的每一边都用一个字母 标出. 并且，不同的 
线段标以不同的 字母. 在每一边上都画上箭头指出线段的定向.箭头的方向的配置 
可以是任意的.沿着所有的线段分割对 2 .当你 2 分散为三角形的有限集合时，在三 
角形的每一边上已都有某个字母和箭头.我们约定，在沿某一线段分割你 2 时，在 
割线两侧都写上的是原标在该线段上的那个字母和箭头（参看图 4. 69). 
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我们的目标••往回粘合所有的三角形，然而这样所得到的是平面多 边形. 选择 

任意一个三角形（记为 △,); 考察它的任何 一边； 它配有字母和 定向； 因为加人到 

三角形公共边的每一个字母正好两次（注意, A / 2 是闭的，即是无边界的），找出一 

个三角形（记为 A 2 )， 在它的边上有同样的字母.这个字母在不同于 △, 的三角形 

h 找到，因为否则的话原来的划分就不是三角剖 分了. 可以按其公共边对准箭头的 

方向粘合^,和 A 2 . 于是得到一个平面图，它的边界配置了字母和箭头.再取某一 

个字母，并找岀△;，它有一条边有同一 字母. 粘合 等等. 在所有的三角形取完时 
结束这个过程. 

我们粘合所有的三角形成平面 图形. 因为如果在某个时刻，所得到区域的任何 
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边界的字母不出现在尚未粘合的三角形的边的字母之中时,那么粘合所有成对的 
字母，就回到原来的觯 2 (粘合后消灭了割口），根据假设 这个对 2 就会是不连通的， 

这与命题的条件相 矛盾. 于是得到平面多边形％• 

(1) 平面多边形 W 不是唯一确定的，甚至在确立了三角剖分时也不是唯一确 

定的 . （ 2) 边界 dW 由偶数条边组成 . （ 3) 每一条边都有一个宇母和箭头;每-个字 
母进入边界两次 • 



图 4. 70 图 4. 71 

在阶上确立定向，从边界的任一个顶点户开始围绕边界一周，依次地写出所 
有 字母. 如果环绕的方向与相应字母的箭头一致，则字母以+ 1次幂进入阶;否则， 
字母为 -1 次幂•返回到户后，得到词 P = « …吣，匕=±1;这个词唯一地给出 

多边形叭参看图 4. 70). 

使每一个在某个三角剖分下的对 2 与词阶相对应（不是唯一的）•词阶可看作 
M 2 的“密码”. 

引理4词 W 可以（借助于对 2 的同胚和新的分割组）改造成多边形 W 的所有 
顶点粘合到一 个点. 

证明把犯的顶点划分为等价的顶 点类. 两个顶点如果在上实现边的等 
同时，它们粘合为一点，则认为此两个顶点是等价的 •若犯 仅有一个等价顶点类， 
则引理证毕. 设取 至少包含两个等价的顶点类 ：1州和 ICM . 可以认为存在边《，其 
姶点厲于 印1 ，而终点属于 l (> t . 如图 4. 71所表明，实现 W 的改造 • 得到多边形 
其中， IN 顶点减少一个；丨0顶点增加一个•用这样的方法减少 l Pi 顶点数， 
直到 1 PI 顶点无一个留下.最后的一步：因为在中只有一个顶点，所以邻接的 

边有形式:参看图 4. 72) •引理证毕 • 

引理5设则存在 AT ’ 的同胚和新的分割组，把 W 变换为词 

W f = AbcB. 

证明 参看图 4. 72. 这里用>1和5表示取的部分，在 改造阶 时是不变的 • 
引理6如果 W = /^4 aC ， 则存在 A / 2 的同胚和新的分割组，使『转变为 V = 
BA ' 1 aaC, 

证明 参看图 4. 73. : . 
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图 4. 72 





重新标出 重新标出 


图 4. 73 图 4. 74 


引理7如果 W /?， 则存在新的分割组把 『变 换为 IT = 
AQPaba ' b -' RB . 

证明参看图 4. 74. 

引理8如果 『(在 R 上完成了上述的操作）含有一对字母 a 和 a ^的边 ： W = 
AaBa ^ C ， 而且8尹 0，则存在一对边 b ， 1 ， 使 W = AaDbQa - 1 Rb 1 T ， 其中 B = 

D ⑷ = 即对任何一对边 aw 、 这里 fi # 0)，存在与它相“衔接”的一对 

边 


证明用反证法.设对于任何6 e B ， 有相应 
的字母 b g ( e = ± 1 ) 落人同一的词5中•按 a 对 W 
实现 粘合. 结果参看图 4. 75. 于是， W 的所有顶点 



至少分为两类等价的顶点.因为可将引理4的操 
作用于牝所以得到矛盾.剩下的是要证明 s = 


-丨•假如 e = + 1,则得到与引理6所建立的 W 的矛盾.引理证毕. 

于是『化为表示式 abc ^ fr 、 换位）与 «：( 平方）的乘积.其余的就是 

% 
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aba 乜^或沈在㈣中相遇的情况. 

引理9 如果阶 二 / W^ 1 ^ 1 执…，则存在新的分割组 ，把阶 变为V = 

Mp 2 q 2 d 2 N = Aabd 'tr'bad-'Q. 

证明参看图 4. 76. 这个操作化 W 为词 




图 4. 76 


W = Aabd~'B' ] bad^Q. 

剩下的是把三个平方“收集在一起”，引理6可以完成它.引理证毕 • 

因此，“混合型”流形同胚于不可定向流形 • 综合所证明了的引理，得到： 

引理10设 W 是 M 2 的一个 密码. 那么存在新的分割组，把阶化为下面的形 

式之一： 

( 1 ) W = aa ' 1 ； 

( 2 ) W - a^b^a；' —a g b g a f ' b g y ； 

(3) W = c ^ c y c 2 c 2 ^- c h c k . 

什么样的流形符合这三种类型？情形 （ 丨 ） ：显然你 2 N 胚于球面（图 4. 77) •情 
形 (2) :A/ 2 表示带 《个 枘的 S 2 •数 g 称为曲面的 类型. 情形 （3) :A/ 2 问胚于带灸个 
Mftbius 膜的球面. 



图 4. 77 



还存在 A/ 2 的另一个方便的表示法. 

定理3任何光滑、紧致、连通、闭、二维曲面炉可以表示为形 式：阶 = 

这里，当且仅当对 2 (可定向的）时，^ -1，此时〜 

为 偶数； 当且仅当从 2 =^(不可定向的）时'=+1，此时 W 为任何正整数. 

证明不复杂，留给读者. 
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对流形岣，当 g, = g 2 时，相互是不同胚的，对 <，当从〆〜时，是不同胚的. 
<与 < 是不同胚的，这里只是给出这个事实，由于工具不具备，不给出证明. 

4.6 作为二维流形的代数函数的黎曼曲面 


设 C n 的坐标为2 1 ，…， 2"，其中，必:° = dx a +irfy a •对 n = 1 •有 

d 1 / d . d\ d l I d . . d\ 

di = y(^~ 1 ^) 5 di = y (^ +1 ^) 5 

dz dz n 

把 c"u 4 i 等同于 ; 这时，已知可把任何有理整函数 /(/， …/)表 示为: 
，/，…，/，/ )• 反之，可把任何有理整函数 g(v，y ,…，/，/)表示为 

/( zV , ••■，")• 

引理1当且仅当时，有理整函数/(//，…,不依赖于 


证明一方面结论是显然的•现在验证，若^=0,则不包含 

dz 

变量如若不然，把/表示为 r 的各次幂的多项式. •/=£*> •(〗 a r + …，其中系数 

…不依赖于炙设 p 是 f 的最大次幂的 次数; 这时^ =/> • < o (~ z a y { +…，这与 

dz 

定理的条件矛盾.引理证毕. 

对函数 /(Z 1 夕，…， Ai ") ，若盡=0，1则称函数/为解析的.在 n = 1 

时，有 


/(U) -u(x,y) ^iv(x,y). 

条件1=0等价于关系式 


du dv du dv 

— = — * —=——； 
dx dy by dx f 

需要证明的是复函数的隐函数定理.在复变函数论中有此证明. 

命题1设/(2,一是 C 2 U,uO 上的复解析 函数; 若关于变量 U； 的方程 /U， w ;) 

= 0在某点 p。 e l /=0 i 满足关系式 £—0 •则在 C 2 中存在点 P 。 的开邻域 U ( P 丄 

在此邻域中存在函数 《/=g(2), 满足:（1) gU) 是复解析 函数; （2) 函数 
在邻域叭 P。） 中是方程 ’/(z，） =0的解，即 /(z,《(z)) =0在叭 P 0 ) 中成立，并且 
这个解在 £/(&) 中是难一的. 

以“图”的形式来考察解 u ；= gU )， 在几何上是方便的（参看图 4. 78). 
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图 4. 78 

定义1设 / U , u ;) 是 C 2 上变量的多项式，并设方程 / U ,«;) =0在某个开 

邻域叭/ 1 。）中关于 u ； 是可解的(例如，设 £—0). 则这个方程的解函数称 

为代数函数，而满足=0的点 U ， u ；) 的总体（即函数 / Uw ) 的零水平曲面) 
称为对于代数函数 w = g ( z ) 的黎曼曲面，在这些点上定义了 w ^ g ( z ). 

若在点 P 。 = U 為 ） 有，则局部地存在解 z = «/ ) ，即从方程/ = 0可以 

cfz 

解出同时 WuO 满足命题1的条件（丨），（2).于是方程/(2.«0 =0的局部可解性 
条件为 grad /= ( _0,这里 grad / 为函数/的“复梯 度”. 

把多项式写为一般形式，例如把它按：的幂展开:/=%(«0：：” + 
a x { w ) z ^ + … •其中的系数(! 〆 《；) ，0 d 矣/1,是《 /的多 项式.立即看出代数函数的 
黎曼曲面的性 质:曲 面是非紧致的.并且在 C 2 中“向无穷远延伸”.事实上，对任何 
点叫 ，就有关于 z 的方程 

a 0 ( w 0 ) z n + a ,( w 0 V - ’ + …=0; 

根据已知的代数定理，此方程总有复数根，即存 在点而 ，因为/是多项式，所以能够 
把 CP 2 中的非齐次坐标转为齐次坐标 W ，/, 设 2 这时， /( 2 , w ) = 

X X 

化为齐次多项广 0 这里 S 是单项式 u / V 的 
最大 次数； 那么，由 C 2 转到 CP 2 时，可以使黎曼曲面“紧致化' 因为方程 
g ( x \ x \ x 3 ) =0在 CP 2 上是多项式，所以这个曲面在 CP 3 中的水平面是紧致的， 
在这里不准备涉及这个紧致化的详细情节，因为对我们不是必需的. 

现在来研究黎曼曲面的拓扑.从实的观点看，方程 / u ，《；) =0在 R 4 中分 解为： 
Ke (/) =0和 hn (/) =0,即在“一般位置”的点，集合/=0是二维的（实）曲面 • 

定理1设多项式 /“,《；) 有形式 /=/-' U ); 并且没有重根.则方程 
/( z ^) =0在 C 2 ( 2 ， W ) 中确定了光滑的二维（在 R 上）子流形（一维复代数曲线)， 
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证明设 P 0 (2 0 , m ; 0 ) 属于 i /=0 丨 ，并 •& 这时在 P 0 有餐上 = qwl ~ 1 #0, 

° W h) 

按隐函数定理 ，在匕 的某个邻域中，曲面 l /= o | 是光滑的二维 子流形 ——代数函 

数祕的图.在现在情形下，解 w ^ g ( z ) 有形式 u ； = ypA 7)~. 剩下考察点 p fl = 
( z 0 ,0). 然而 

- 化丄 Z 。)、 0 ) 〆 0 , 

事实上，假如=0,那么在点 U D ,0) 有 /% u „) =0和 

盖尸 “ A ) ; o . 

巾此 A 是匕⑺的重根，与定理的条件矛盾. 〒是 在曲面1/=0|的所有点. 

grad /( P 0 ) ^0. 

最后应用隐函数定理即可.定理证毕. 

代数函数的基本 性质： 

0) 代数函数通常是多值的，即对应于自变量 2 的某个值有函数 w = g ( z ) 的 

好几 个值. 例如，=7^，若每个％#0，则有两个值 w - ± A 同时与一个％相对应. 

考虑射影 7 T : C 2 -> C \ z ) ,7 T ( Z ，《；) = U ,0) ;任何点在射影 7 T : 厂 — C 、） 下的 
原像恰好是函数 w = gU ) 在点 q 的所有函数值（图 4. 79). 因为函数 w = gU ) 是多 
项式，所以曲面尸在射影77:厂下的像是整个平面 CU ) (参看上面). 

作变童变 换：写 w = g ( z ) 为形式 u ； = p ( P ) , p G r 
是曲 面尸上 的变点（参看图 4. 79). 显然， tt ；= P ( P ) 在 
黎曼曲面上是单值函数.于是代数函数将是单值的，为 
此不得不使函数自变量变化区域复杂化.代替原来 z 
在其中变化的 C \ z ), 现在自变量/>在曲 面厂上 变化， 

这里厂为二维流形 • 于是，代数函数 w ^ g ( z ) 的黎曼曲 
面是这个函数的单值化区域. 

(2) 因为对每个 Zo e 6(2)，存在多个值 A = 

贫(々）（其个数等于多项式方程=0的不同根的 ® 4 - 79 

个数），所以在 每个知 的开邻域中产生一组连续的 函数: 《；= |^(^)| k 
为多项式 

a 0 (z)w k +a,(«)w** 1 +a*(z) : f(z ， w 、 

关于变量 u ; 的次数 • 这组函数中的每一个函数都描述了方程 

f(z,w) =0 

的一个根在 r 变化时的 变化. 函数 w ( z ) 可以延拓到整个平面 上去； 在某些点，它们 
可能重合，并且“交换轨迹函数称为代数函数 w ^ g ( z ) 的分支.在每个点 
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一的 imt 猗”函数 、 w =史( 2 )的值，这些闲数值 足力程 

/( z {) , w ) = a 0 (z it ) w k +«|(2, ，） u/ 1 + … +« 4 (z 0 ) =0 

的根. III 隐喊数存在定理得到，每一个分支 ( 儿乎在所 
丫 J •点 h ) 确定了 C 2 中光滑的，菸至是复解析的子流 

形，并称为黎曼曲面的 一叶. 

(3) 设等于方程 / U ， k ，） =0的小同根的个 

数.诚然，若方程=0的所有的根都 
足单根，则 A . U ) =4 ; 若有1根，则 k(z 0 ) <k . 在使 
k(z Q ) < A :的点: 0 ,函数 w = g ( z ) 的某些分支的( 2 )合并 
在一起（参看图 4. 80). 

假设 W - PJz)， 多项式 /% U ) 没有重 
根.根据定理丨，曲面厂=|/=0|足 C 2 屮的复解析子流形•使 k(z 0 ) </ r 的点％，称 

为代数闲数的歧点•在= yAu ) 的例子中，多项式 P ,, U ) 的根是歧点 

(在 CUz ) 的有限部 分). 

(4) 在歧点，函数 w =# U ) 的儿个分支 合并. 因为歧点是孤立点，所以可以认 
为它是足够小的圆盘#的中心，在此 D 2 中没有其他的 歧点. 考察中心在 2 o 的位 
于，) 2 中的 IM 1 周，按此 IH 1 周作出绕〜的坏路•这时，闲数 gU ) 的分支，一般，轨迹就 
耍改 变. 

分析下曲的例子•设 /= w 2 - z •这时=及然，妒 _ U ) = +^i<p 2 (^) = 
若 2 = r • e —• 那么， OeC ^ U ) 是平面有限部分的唯一 歧点. 在绕点0 —周时分 
支史丨(:)和史 2 U ) 交换位置 

<pi(z) =>/ re y -> - Vre 2 =^ 2 ( z ) - 

参看阁 4.81 的这种交换的示 意图.黎曼曲向本 身没有奇点， W 为厂是 C 2 的光滑 

子 流形. .‘ ： • ； ， 


cV ) r 


l 1 杏 — 

°] ^k(Zn 



k(z 0 )<k 


价 o> 


m 4. 8() 



图 4. 81 



第四章光滑流形（例> 


现在研究黎曼曲面的整体拓扑性质.仅仅对 


f (.2, w ) 


尸”⑴， 


p n 没有重根的情况进行讨论.曲面 r 在 c 2 中作为 

= y / Pj 7) 

的图给出.研究厂“在无穷远点”的性状.有不同方法给此槪念以含义.我们描述所 
谓紧致化，是使非紧致开流形“把边界列入”变为紧致流形.几个紧致化的方法是 
已知的. 

首先，直线并增加无穷远点成紧致直线.结果得到 CP \ 实际上，把 CP 1 
看作点 ( A ;: 1 , Az 2 ) (A #0) 的集合，取映射 


h ： (\z l % \z 2 ) — ►TT = ^T s ^ 2 =C 〗 (2) U 

Az z 


即可. 


注意,借助于球极射影可以作出扩大平面与球面 s 2 的等同 - 
现在来把 C 2 紧致化.考察 CP 2 , 取齐次坐标 （/, x 2 , x 3 ); 这时, CP 2 被同胚于 
C 2 的三个图所覆盖.我们取其中一个，例如 


i 4, = ) A ( x ， W )， xV 0|. 


设 


a：/4 3 —^C 2 (2,M；), 


其中, 


. 则《是图岑与0： 2 之间的同胚. 


假设 


CP 


2 


UuV ， o )|. 


这时， CP 2 =4 us 2 , 于是， C 2 紧致化变为 CP 2 , 这可用合并球面 S 2 的方法得到.嵌 
入 C 2 中的黎曼曲面厂发生什么变化？厂也变为紧致拓扑空间广我们证明在单 


根的情况下，户是光滑流形. 

一般，设&(2，《/)是《阶(关于全部变量）多项式，作变换 z = =4,得 

X X 

g ^. w ) YWu 3 )' 其中仏是齐次多项式 • 在射影空间方程 

贫 U ， W；) =0 以 Q n (x' 9 x\x 3 ) =0 的形式出现 =0 的点称为黎曼曲面的“无穷远 
点”.在非特殊情况下，方程给出二维紧致流形. 

例如，在 n = i 时，有 w 2 - z = o;(^rj -4=0;(: 2 ) 2 -以 = o . f 与无穷远球 

面义的交是一个点，此点在图 A t = iA ( x \ x 2 f x 3 ) y ^ 0 l 中的坐标为 

x 2 / 

a=— —= 0 , 

x x 
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在这个点的邻域中，作变换: 

[U 2 ) 2 -W=o]—[ a 2 - 々 =0]. 


显然，这个方程在点《 =0=0的邻域中确定了光滑流形，这就证明了曲面广在无 
穷远点的光 滑性. 

我们研究函数如=在整个球面#上确定的歧点 • 

命题2设 u ； 2 =0， p „( z ) 仅有单根则所有这些点都是 

u；= /^y 的歧点，这些点位于平面的有限 部分；当匕 的次数是奇数时,在球面 

上，再添一个歧点——无穷远点•对匕是偶次时，点 00 不是 歧点. 函数 w = 犯(。 
没有其他的歧点. 

证明设 a A 是 P n ( z ) 的任意一个根.考察中心在〜的 小圆周 S 1 ，它的内部没 
有多项式的其他根，并把点 z e S 1 写为形式 z = a A+ re^,r 是圆周的半径•有 


w(z) = jY\ ( 2 a P ) ' r： e： 

v 


(参看图 4. 82). 

因为在围着环绕时 ， U - 七）的辐角改变 

2 tt ， 所以改变 符号. 同时 ，在围 着 A 环绕 
时，数 z 它的辐角的改变景达不到 2 tt ， 即 

所有的根式恢复到以前的值. 



于是， |a 4 | 为歧点.考察 * 并作变换 u =1.那 

Z 


图 4. 82 


么, = 取形式——^- • 若 n 是偶 

PJ y/\ - a k u 

M 

数，很明显,0不是 歧点; 若 n = + 1是奇数，则有 歧点. 命题 证毕. 

如所知，曲面厂是代数函数的单值性区域•把厂设想为一些“叶”的粘合，而 
每一“叶”都是单值的代数函数的图像.我们从例子讲起. 


考察函数切= ± A ， 它有两个歧点:0和 oc •用无交点的光滑曲线 y 连接0和 
00，并沿 y 从0到 0 C 切开. 那么，结果是厂为两个子集合的 并:厂 和厂 2 , 厂， 是分支 

ip ' 的图像，定义在 S 2 \y 上;厂 2 是分支 A = 的图像，定义在 5 2 \y ±.显然， 
在 S 2 \yi ，决不能从分支心转到分支 p 2 . 即每一叶厂 ，或厂 2 都与# \y 同胚（图 
4. 83). 在射影 tt : C 2 — C ^ z ) 时，每一叶厂，或厂 2 都同胚地射影在 S 2 \y ±. 于是厂 
是由两片（厂，和厂 2 两叶）粘合在一起的•怎样实现这样的粘合呢？在炉上给出定 
向并给切口的一边打上记号“另一边打上记号“ •这些标记出现在每一叶 
(厂 ，和厂 2 )的切口的边上•在粘合两个同样的炉\ 7 时，应使符号“ 和“ -”一 
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致. 因为在围着歧点环绕时，分支互相交换，所以叶 r , 的边 y / 应该与叶厂 2 上的 
边 y 2 - 粘合; 相应地，也粘合 叶厂， 和叶厂 2 上的边和7 2 + (参看图4.84).显然这 
个粘合给出了球面.于是便证明了下面的引理. 



图 4. 84 

引理2代数函数 u ;= ±6的黎曼曲面的紧致化 广同胚 于球面 S 2 . 

考察函数 u ;=/(2：- a ) U -6)， a #6 的黎曼曲面.根据命题2,这个函数有两 
个歧点 ： z = a 和 2 : = 6. 


引理 3 代数函数 ：t y /0- a ) (2-6) 的紧致化后的黎曼曲 面户同 胚于二 


4.6 作为二维流形的代数函数的黎曼曲面 
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维球 I 酎. 

证明“和 A 是歧点，所以;、 V :该作出由 a 到 A 的截线 y , 華: 复引理2的论证，即 
" fill : 明. 引理 id : 毕. 

定理2设/“，） - AU )， 多项式 G 没有重根.则代 数函数 II ； = 

士 v / P „ U ) 的黎曼曲面的紧致化 /、 | i 舰于带 Yi . [甲 j 个柄的球面(用 [] 表示整数 
部分). 

证明设 " = 2/> +丨；这时根則命题2，所有的 根… ，，…， a , ，和点 00 iii •歧点;这 
个集合 w w 分 m ， 例如： u , ， 〜）， … （ “„，〜 ♦ , ) ， k •中〜 + • = *. 州光泔线段 tv ， 

1 +丨，连接每一点 a 2 ▲，和 《 2 A ，得到带有/，+ I 个截 U y , ，…， y,, H 的球 ® 

这时，在 f \( y , Uy 2 U 〜 U y/ , H ) I .,悔个 分支心 和中 2 都是单值阐数•淇实 h . 
/*•: 我们的鉞 U 系统 F ， +允汴 ☆ 绕过奇数个歧点的环路，仪吋能有绕过偶数个歧点 
的 坏路. 于足，在环绕任何环路时，得到根式前 曲的 符畤变化为偶数次. 

注意，每个截 u 的边标以符 y •“ +”和“ _”，这时叶厂，和叶尸 2 中的每一个都 
M 胚于 S 2 \( y,U … U >^,). 

于是，为了获得尸，应该粘合这两叶,在粘貼截 U 的边时，要考虑它的符号（图 
4. 85) •这样就得到带有 
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个柄的球面 S 2 . 

设根据命题2,所有的根《，，… ， a # 为歧点，并且仅有这些歧点.因此， 
重复前面的论证即可.定理证毕. 

命题3每一个 g 型（即球带柄）的二维光滑紧致连通可定向闭流形是复解析 
流形 • 

证明对函数 w = ± yp n ( z ) f p n 没有重根，考察厂，因为 rcc 2 ，这里厂由图 

像 M ；= g ( z ) 或图像 z = w ( w ) 给出，所以有两个垂直 射影： ;和 

( 2 ，)40： | («;).在每一点(^ 1 ^^厂，至少有一个射影是确定的，因为 8 1^(«； 2 - 

AU ) ) #0( 参看定理1 ). 得到用局部圆盘覆盖厂变换函数或者是 u - gU ) ，或者 

是因为函数或 0>( U ；) 是复解析函数（参看命题1)，所以得到所要的 
论断. 命题证毕. 

不可定向的二维流形不是复解析流形. 

命题 4 每一个#型（即 O 二维光滑紧致连通可定向闭流形可以附以共形 
黎曼度最. 

证明如果存在局部坐标，使得在此坐标下,度量有形式心时，则称此 

度暈为共形的•将在（扩大的） C 2 中实现为函数《；= ± 的黎曼曲面.在 

K 上考察坐标^这个复坐标可作为除点0以外的整个4/〗的坐标，在点0的邻域 

中必须引进坐标^它与 Z 的关系是复解析变换 w^g(z). 在 C 2 = R 4 中，引入 
度置: 

4 

ds 2 = dzdz + dwdw - ^ (dx k ) 2 ； 

考察它在厂 CC 2 上的限制，有 

ds\M 2 g )=( \ ^\g f (z)\ 2 )dz,dz. 

或： ds 2 {M])=(\ ^u M +vl)(dx 2 ^dy 2 ) 9 

其中 z^x ^ \ y,g = a -f iv . 命题 证毕. 

在复解析变换 z == 77 (f ) 时，上面得到的共形度量仍然是共形的 .（ 验证!） 



第五章张量分析与黎曼几何 


5.1 流形上张置场的一般概念 


我们考察光滑流形 AT ;设 PeM \ x { ，…，/是 P 点的某个邻域中的正则坐标. 
我们研究关于坐标变换不变的对象.用符号“撇”表示新的坐标 ，，… ，/, 

(1) 设 fle7V(AT) 是 AT 切向暈.我们来找出在不同坐标系计算的向量坐标 
间的关系.因为 



并且因为构成 TV(AT) 的基，所以， ^ ^7. 我们看到向童的分量 fl 1 ， …〆 
借助于 Jacobi 矩阵= •/来变换.这是在坐标变换时，作为几何对象的向量，由 


不变性而得到的条件. 

现在，可以把向量确定为对象，它在每一个坐标系 
a 1 ，…〆给出，并要求当坐标从 A 变为坐标/，…乂时，按照规则 


，，中由一数组 

r dx l , 
i = ― ja 

dx l 


变换.显然,这样定义的对象是不变的. 


(2) 设 / U) 是 ，上的 光滑 函数; 我们来考察 grad/=^^, 找出这个数组变 
换的规律.我 们有： 



5 




dx l 

dx 
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其中 


5 


， m 


(/) 


乜就是说，这一组… u 与向量的分置比较起来是按另外的规则 变换; 亦即借 
助于矩阵 （（*/ 1 广)来变换.这个规律是从函数/关于向量 a 的方向导数的不变性 
(关于坐标变换）得到.实际七. 

df - l [ J (y(e)) 一心 ( 0 )) ， 

an o 


具 : 中 y(t) G / Vr ； y (0) = P ? y (0) 


dL 

da 


T P ( M n ); 


山此得到 


A ， 


dx l 


fix 




这就是所要求的结果. 

( 3 ) 考察7>( AT) 和与它成共轭的空间7； ( Jtn ， T ;( fT ) 是实线性泛函，⑷， 

fle7V( AT) 所构成的空间•在坐标变换时，泛函 /( fl ) 的分量如何 变化？ 在 T ;( M n ) 

h 引入基 e 1 ， …，〆•，它们由泛函， （O 组成,其中， e ，， …人是中的 

基.因为 /U) 是实数，并且不依赖于坐标的选择，所以有 /u) =r(y); 由此得 

a = a e t ;/(fl) =/ A a 4 ^l k a. k 

一 W i 

— Ll» i Q m 

dx k 

由于的任意性，得到心所以，泛函 / 的坐标变换规则与 grad /的坐标变 

换规则一致. C (AT) 的元素称为共变向 ■，于 是， gra d/ 是共变向童. 

我们在 r 中取由共变向量/ ,•••，/组成的共轭基，我们使 r 和 r 等同 起来： 
设 


屮•，屮 ( tf ) =/，其中 a = a 、，/ = 2 ae k , 

即在同构少下，与相对应的/，关于 /，•••， 〆 与向置关于 e ,， …，匕有相同的坐 
标. 这个同构在坐标变换 U ) — (/) 时不是不变的，因为向量的分量按矩阵/变 
换，而共变向量按矩阵(厂 1 ) T 变换•其实存在这样的变换，在此变换下仍保持对应 
关系 wr — r : 这就是使《/ =(广） T 的变换，即在给定的点 p , 所给变换的 j aco bi 
矩阵是正交矩阵. 

(4) 设 C 是使 7 V ( AT ) 变为自身的齐次线性 算子; 设 C 是在基 q ，…，^下写 
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^ …则关于有有效的公式 


K •.卜 T 〈 e j '，，”， e ， 〆 ，•••々、• 


事实上， 


T ( e h ，…， 〜；< •…， e 


■^( e h ) P， . ( 、 ) 〜 (〆 )〜 .( e，!， ) 

: X … C •« 




由公式 


T - AT ^^ iT ；) 11 


表示的所有对象同样有多重线性的性质，并且是不变的.系数^的具体表示依 
赖于坐标的选择. ' 

我们将常常用坐标表示来进行工作，因为它在具体计算时是有用的.为方便起 
见，我们引用所谓多重指标 ( i ) =(〖,，… , i p ), 它用一个指标 （ i ) 代替整个一行的指 
标.例如，张童的规则写成 

⑺-知⑴ 0>， 


其中 


dx {l } dx ' dx^ dx^ 

* ■■ —** 一 圓 ■ _■ ••參 _■■ ■ 

我们来研究张量场的最简单的性质. 

引理1若 U )— (^)是正则变换，则张量规则 

r (。一 dx {n dx u) r (0 
⑺ = ^ ~^ 1 (>> 


是可逆的，即 


r “） dx U) dx u ’、 〆 

{i) " aT 77 ^ 


证明由恒等式 = g =5) 即可得到.引理证毕. 


引理2设在坐标系（幻中写出张量场，并施行坐标变换 ( y ) 和 
(^_(,)^ (r ). 则张置场 r 在坐标系 (y) 中的表示与从 (X) 变到(: K) 的方法无关. 
证明引理的证明可由复合函数的微分公式 

dy _ dz^ dy l dv a 

dx k ~ dz q dx k *" av a dx k 

得到 • 

由代数教程中已知张量的一些性质，我们在这里提醒 一下： 

( a ) 秩为 P ” 的 (/>,</) 型张量（在一点来考察张暈）构成线性空间//，而且 
dim = •其证明可由张量作为多重线性映射的表示法，即多重线性映射的线 




5.2 张置场的简单例子 
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性组合仍是多重线性的得到. 

( b ) 在秩为/的所有的(&7)型张量线性空间"中，具有多重线性映射 


® … ® … 

组成的可加基.基中元素的个数等于每一个映射 
由公式 


e ta (D =l ia JeT ； (M n ) ； e a (a) ^a\asT P (M n )； 
= 1,(0 . e lp U P ) # e l (a l ) . e\a q ) 




7 V 


给出. 

若 r : (Tvr )〃 x (7； r 是任意秩为 o ^) 的多重线性映射，则 


即 ^ %® … ® A P 0^® …® 

利用多重指标，任何张 t r 按张遺基的分解表示为 r = 


注意，基张量％®…，在坐标变换下的变换规则为 



拍⑴ dx ⑹ 




所有这些性质和定义都可从一点的向量移到流形上的光滑张量 场去; 应该把张量 
场看作为 ( PW ) 型基场的变系数的线性组合，从而把张量场的空间变为无限维的 
空间 • 


5.2 张置场的简单例子 


5.2. 1 例 

( 1 ) 流形上的光滑向量场是 （ 1，0)型的张 最场; 所有光滑向量场的空间是无 
限维的. 

(2) M n 上光滑的共变向量场，即在每一点: ceW 由线性函数/(幻 e 7； ( AT ) 
给出，并且光滑地依赖于点 t 在这个无限维(0，1)型张最场空间中，包含了无限维 
位势场 grad /(*) 的子空间. 
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(3) 设在 AT 上给出黎曼度量 g y “). 因为=~7 所以一组 A (文）定 

ax ox 

义了（0,2)型的张 M 场，这个张暈称为度量张置 • 

(4) 复解析流形 M 2 ” 上每一 7；( A / 2 n ) ，定义了算子 /( 乘以虚单位数），/ 2 = -& 
这个算子光滑地依赖于点，我们得到（1，1 ) 型的张 景场. 

(5) 惯性矩张量在 R 5 中考虑带有一个固定点^的 刚体; 刚体绕点0旋转 • 
我们将认为它由/ V (有限数）个质点组成，质点间是刚性固 定的. 设质点为 A , 
m 2 ，…,〜，它们的坐标为/⑴，… 〆 w (i = l ，2,3) •作矩阵 

= - Z m a X \aAa) + ^ Z 1 X <a) 1 2 - 

a«l a»l 

这个秩为 2 的 (0,2) 铟张馕，而 ft 矩阵 U y ) 是对称的，称为刚体的惯性矩张量•我 
们来说明这个张量的作用.设过0点作一带有单位方向向量/ = ( 厂，/ 2 ，/ 3 ) 的直线， 

求出和 I =//(/) •经计算，得 

v //(/) 

=X ^(«) 1 2 - ( X a^) 2 )' 

a s 1 

因子 l \ a> I 2 - ( x ( a ) J ) 2 是从具有质最 m„ 的点到轴 / 的距离的 平方. 我们得到了 
物体关于轴的惯性矩的众所周知的表示式•矩阵（一）的特征向量给出了刚体惯性 
主轴的 方向. - ’ 1 ^ 

(6) 形变张量我们考察填满 R n 中某个体积的连续介质，在 R n 上建立笛卡 
儿坐标/，•••，/.我们考察在某种力的作用下介质的小形变.介质点的位移由依赖 
于点的光滑函数 & V ， …， /) 给出. 位移后，点 户的 坐标用原来点的坐标 表示： 
i 1 d W ，… 〆 )• 设位移很小，即函数 VU ) 足够 地小. 在介质形变时光滑曲 
线长度如何变化？考虑两个邻近点 P (/, …，0和，设 （ A /) 2 

= xu - x^y =交（心 1 ) 2 是连接点 p 和尸的线段的欧氏长度的 平方; 求岀 

••I 1-1 

(A/') 2 , 这是连 接户和 P ' 的线段的长度的平方. P 和/ ^ '是 P 和，在介质形变位移 
后的点（图 5.1) .我们有 
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(A /，） 


V (/ + u '( x f ) - X 1 - u ^ x )) 


2 


■ ■ ■響 

(A /) 2 + 2 V + V (Aw) 2 . 


因为顧 


un 2 - u /) 2 = : 滿 、 Z 


du du l 


tr w at 1 / ^ x p 


^ x ^ x i 


于是 


( dl .) 1 -( dl ) 


id 


j)dx t dx k + X 螇 


rr. P dx ^ 


如果形变 vu ) 很小，那么 " j 以认为 


(^ n 2 -( rf /) 2 = S ( 


du du 


dx dx 


AxAx k . 


假设％⑷ 


c)u . da 


dx k dx 


- jyAidn 2 -( diy ^ rj ^ dx ^ 函数组 心构 成秩为 2 


的 (0,2) 型张撖，称为小形变张 ft . 

(7) 应 力张置 考虑形变的弹性体.在弹性体屮出现了“应 力”. 设 Ar 是小的 
平面片的面积，此小面积位于弹性体中且有定向，并且通过点是如在点 
P 的法线（图 5. 2 ); 在平面片附近，平 Ifti 片把弹性体分为两部 分:一 部分位 丁平面 
片的 iF. 侧， M -部分位于平面片的负侧. "f 以认为，弹性体的第一部分以力 F 通过 
平面片 Ar 作用于第二部分，力 F 作用于点 P， 并且与平面片的面积成 比例. 它的 
面积 也用如 表示.于是，在点 P 的每一个法线 /i( P) 与向 ft /! ) 相对应，即 F = 
F(/i) .这种依赖的性质在弹性理论中根据实验迮立 起来. 可以认为关系 F(/i) 是 
线性的，即 F(/i) 如，其中广 =0 ; 如； UI 是 VP) 的 坐标. 产生了（丨， 1) 

型的张最场.这个场就是应力张错. 



图 5. 2 

由力学的设想 得到： 应力张墩是对 称的. 应力 张量不 仅可以在变形的弹性 
体中定义，也存在于理想流体中.在理想流体中，没有内摩擦力，因此作用在上 
的应力 F ( n ) 按法线指向而 •. 所以 算子仏 是对角形的，即 
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F l = q ( P ) n ^ P ) da , 

其中 9( P ) 是点/ 5 的数值函数，称为压力.它不依赖于方向/ I ，而仅决定于点 P 本 
身.如果对介质 : q ( P ) • E 成立，那就是说它满足 Pascal 定律. Pascal 定律不总 
是都满 足的; 例如，在粘性流体中，应力张 M 就可能有比较复杂的形式* 

在形变张量和应力张量之间存在着 关系； 在一阶近似下，当形变很小时，可以 
认为应力张置线性地依赖于形变张量，即0 ，其中，函数 < 组成秩为4的 

张量（（3, 1) 型的）.在 R 3 中，张量有81个分量.上述所说的线性关系称为 
Hooke 定律.我们假设，介质是均匀的和各向同性的，即关系式 Q = Q ( v )； 正交变 
换下是不变的，也就是张量关于 50(3) 是不变的.可以证明，此时，0 = 

^ • \，其中 A ，//■称为 Lame 系数.函数 X = tr ( 7；) 有简单的意义 

(我们对上、下指标不加区别，因为事情是在 R 3 中进行的）.我们考察在小形变作 
用下介质点的转移，这时函数 V 是形变给出的向量场的 分量; 用 r ( P ) 来表示这个 

场‘ 那么， tr ( r /) = V (^7 + ^ 7 ) = 2 7 tj ,. = tr ( r /) ^ ~ - 2 div(v ) ，即 tr ( ry ) 是 

i \dx dx / i 4 ' rf 

转移的散度场.系数对流体来说就是所说的粘性系数. 

5.2.2 张量的代数运算 

(1) 给出两个同秩同型的张量场 和 则可以得到一个新的张量场 

(验证 ！）： 

(2) 若是 AT 上的张量场， / U ) 是上的光滑函数，则 /( x 〉 G ::；^ 也是张 
量场.证明是容易的. 

(3) 同型指标的交换例如，张量场7；、;按公式 P iv ., r . la ^ = 7 V v . v % 作出 
新 的场; 即运算就是交换张量的分量•这个运算是张量的运算（验证！） . i 里，调换 
了两个指标 i , 和的位置.显然，可以做任何指标的交换. 

注意交换共变指标和逆变指标 ，一 般来说不是张量运算，因为上指标是借助 
于矩阵■/变换的，而下指标是借助于矩阵(厂 1 ) T 变换的.例如 :考察 （1,1) 型的场， 
即算子 C ;假设在某个坐标系 （ x ) 中，算子是对称的，即砵换句话说，有 C = C T . 

我们假定在任何另外的坐标系中也满足同样的关系： （ C ') = ( C ')' 设4是变换的 
Jacobi 矩阵，那么 C ， ^ACA \ ACA ' 1 = (ACA ） T ; 即= C 及，这里 B = A r A . 显然， 

矩阵 e 和 C 不总是可交换的.如果 Jacobi 矩阵是正交矩阵，那么交换指标 i 和 j 的 
位置是张量运算. 

(4) 缩并运算设是张 量场; 标出两个不同型的指标——共变指标乂和 

逆变指标 w 作函数 f 这个运算是张量运算(验 



5.2 张置场的简单例子 


159 


证!），并旦把 ( p ， q ) 型张量变为(/， -1,^-1) 型张量 • 如果 p ，则对原来的张景场 

可以定义全缩并，即把所有的上指标与所有的下指标缩并••得到数量函数 
tr ( T ) ，这是不变场7\即在坐标变换 K 它是不 变的. 

(5) 张置的乘积从两个张量场 7：::;:和 构造新的张貴场 cm 


• p ^; : . 显然，这是 + + o 型张1 场; 表示为 c = r ® p ， 一般地说，张量 

乘^的运算是不可交 换的. 

(6) 指标的上升和下降例如，我们考察(0,2)型的非退化张量场即矩阵 
A = (^)是非退 化的; 于是存在逆矩阵， 1 ，它的元素由^构成.由此 a %: S ;. 对 
任意的 张釐场 可以作出张量场类似地，也可作出向量场 
C -!：> 第一个运算称为指标的下降运算，第二个运算称为指标的上升运 

算 . i 些运算都 k 张 M 运算，因为这些运算是两种张量运算的合成:张量的相乘和 
缩并.由于张量场的非退化性，指标的上升和下降的运算互为逆 运算； 事实上, 


〜 O = O 通常，取度量张量心作 为〜. 若’=『 • 


Sij 


，在笛卡儿坐标系中，上指标和下指标是没有区别的 • 可把所有的指标都看 


作下 指标. 在一般情况下，指标的上升和下降的运算使得 7 V ( AO 和 （ AT ) 能够 


用典型的方法一致起来.事实上.向量是 7 V ( ) 的元索，而共变向量是7； ( AT ) 的 


元素.作线性映射 

4 ： r->r\/Ua) =f. 

B : T 、 T,B( V ) =b.bW; 
显然 • 


B^A ： T^T,BoA =/ T 

(恒等映射)•类似地，厂 —r ;/^ = / r •，这就是说，4和衫是同构 • r 和 r 的 
这样的等同关于坐标变换是不变的，因为运用的运算是张量运算. 

(7) 对称我们考察张量场 r 的所有同型指标（例如下指标）.定义 运算: 

.呦，这里求和是关于所有指标扒…，人的置换，对称的 

运算是张 童运算 （验证!） • 

定义1张董场7：,如果交换同型的任何两个指标时，它是不变的，则称 
是对称的张量场. ， 

’显然,对称场的对称仍是它本身. ' 

(8) 交错考察一个场7’的所有同型指标（例如，下指标)，定义交错为 

其中 w ( tr ) 是置换 tr 的奇偶性（有时写为（ - 1 r ). 交错运算是张量运算 （ 验证！ >• 


160 


第五聿张量分析与黎曼几何 


定义2张》场7^=,如果它的分量在同型的任何两个相邻的指标对换（置 
换） 时改变符号，则称此张量场是反对称的张 置场. 

引理1交错运算不改变反对称 张量; 交错运算化对称张景 A 0. 

此引理的证明可由对称张量和反对称张量的定义得到. 

对称和反对称算子具有不变意义的槪念仅在存在黎曼度量时才有意义(更一 
般地，存在非退化的(0,2)型或（ 2 ,0>型张量场时才有意义）.黎曼度量&在每一 
个 r P ( 中产生数量积 

(a ,b) p -g^py^b/. 

定义3算子 r 或（1，1)型的算子场，若对任意的满足恒等式 
〈7^，6〉=>，7^，则称7^为对称的.相应地，若满足= -( a 、 Tb 、、 a，be 
TV(AT) 时，称 r 为反对称的， 

例如,对于对称算子，有 〈n，a> =U y Ti)W = 7> 穴其中 T ik = gji •类似 
地，〈化 ,*〉: ，这里 T kt = gjk T !. 因为 T ^ b ^ T〆 / ^所以= T kl . 于是,<1, 

1) 型张董 T 的指标下降后，对称的条件具有熟悉的形式，即 7V 在对换指标时是不 
变的. 类似地，也可考察反对称的情况. 

S .2.3 反对称张置 

我们考察共变的反对称张量 T lr ., r 

引理2在 4 T 上最大秩为 n 的反变张量仅由它自己的一个分量 T [2 ... n 
(实质的分景）完全 确定； 其他的分量与它仅差一个因子（ -ir, 即 

7\广,“ = (-1) 0,7， 12 ，…， U - o -{ I ，2,.” T n >. 

证明在开姶的坐标系 /，•••./ 中 T ir .. ln = ( -丨）〃7^..„<参看反对称的定 
义)•设作变換:(幻— (/), 则有 

? V.“v 

= (dety) - r I2 ...,. 

引理证毕. 

对反对称张量定义重要的运算 ：外乘 .设&4和 p /W 是两个 反对称 张量; 我 
们确定新的反对称张 M R = Tf\P 来表示，这里 

这个乘法是双线性 运算; 它的秩是两张量秩的和.我们研究用外微分形式的语言来 
解释. 首先，考察给定在 AT 中一点的反对称张量 T , r , ik . 把坐标/，•••,/看作点尸 
的邻域中的函数.对任何光滑函数 /U). 它的微分#是的共轭空间的元素，即 
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7\上的线性泛函.事实上.若，则 

df Jf(y(t)) 

da _ dt 9 

i=0 

这里 y(0) -P；y(0) : rtf •即 

K 

da ^ dx k 

如果 /*=〆 ，那么 ^ =a* 和 (£? : a k dt . 

da 

于是，办 4 是7\上的泛函，即为疒的元索. 这里 dt 可看作比例系数并把它略 
i . 如果好 | ，…, t e 7\ •是7\的基，那 么在办 *(e a ) =式时，取办 1 ，…， d *" 作为广 

dx k ( a ) •我们定义由也 V "，仏构成的外代数 AUrV ",^), 其中 
关系式也+心 A 以 =0(4;) 成立; 运箅 A 是双线性的，代数 A (在加法的意 
义下）由单项式:也 1 , dx n \ dx l f \ dx ! % i < j ;---； dx ' 1 八… A dx ，k , i ] < … < i k \ dx 、 f \ … 

f \ dx n 产生. 由代数教程中知道，在这些单项式之间没有常系数线性 关系; 厶、…， 


dx k 是乘法生 成元. 代数分解为线性子空间的 直和 ; yl =其中 氺，1彡々 

矣 L 由单项式以 1 A … 〈… <“） 生成; yl ^ R , 它由单位1 产生. 代数 A 
的维数等于 2' 

我们考察新的代数 A ( AT ) ，它的元素线性组合 =7；..^^ 八…八厶4和所 

有可能的线性组合 zy k) ，其中 '.4(幻是秩为*的反对称张量场，并且指标 

I ,••乂调整为增长的序列. MM n ) 中的乘法在下面定义. 

在坐标变换 (*)—(/) 时将如何？ 

引理3元素=7^.』 〆 ：^ A … A 厶“定 义了不变量，就是说，在坐标变换 
U )— ⑻时，有 

心… 〆 *^ 丨 A … A 〜 4 eA … A dx ，k . 

证明只要实行变换(幻 —(/) 并利用 ' ..., 4 U ) 和厶 1 的变换规则即可.引理 
证毕. 

代数 A(M n ) 的元素 a / W 称为外微分形式. 

A(M n ) 的维数是无限的.每一个外形式确定了反对称张量的分量 T ir .. ii; 
反之也对 :任何 反对称张量唯一地确定了外形式. 

注在定义外形式时，可以考察线性组合形式 A … A 厶'这里，4,^ 
是任意张童场（不一定是反对称的），并且关于所有无次序的指标组 i r ”i k 进行求 
和.但由于外乘的反对称性，我们有 

次,…“办 q 八 “• Adx tk 八… /\dx li 9 
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即任何组合 、… 〆 /\ … A 厶4产生某个外微分 形式. 

我们给出 A ( AH 中的乘法.若如⑷= T ^ dx 1 ' A •••/ KdxHi ' c …< i 4 ) 和 w ⑴ 
= …八以 •(), 〈…《。是两个外形式 ㈣ 定义乘积^“ 0 =如⑷ Ao > ⑴为 

这样的形式 

w <A+l) =( T ir . k dx 1 ' A … 八办 ” 八 （' …丄 W 八 •“ 八仏） 

= T ir ， k P M “. jt dx 1 、 八 ••• Adx lk Adx 1 ' A ••- A (^(i, < ••• < 心 ;)，< … 〈乂） 

办‘ ，八… A 厶 l “*U ◊••<&“）• 

显然，形式的乘法与相应张量场的外乘一致.于是 A(AT) 是具有单位元的代 
数; 乘法是可群的，但是不可交 换的. 代数 4(AT) 分解为子空间 A k ( M n ) = 
{'iW A …/\心 4 }的直和•数 A 称为形式的阶，元素似〜称为代数 A(，） 

的齐次元索.微分形式 o/ 4) 解释为多重线性的反对称映射是合适的.如杲 fll ，…，七 
€ 7\ (AT) ，那么计算得到 dx \ a ) =a\ 

a/*) ( a , ，…，<1 4 ) = ( T ir . ik ( x ) dx il A … A 办 •*) (tf, ，…， tf*) 

=. dx lk ] ( a k ) 

== T iy .. k a \ l -^ al \ 

于是 

£i> u> • 工 x … ' 7\— 尺 ;{0 ⑴ (a n( , ， fl 2 , … ， a“) = ( - l) a (o {k) (a } 

^ k 

我们考察 R fl ，并设 X 1 , …,/是笛卡儿坐标.设如⑷ sdx 1 … /\ dx n 是最大秩 
的外形式; fl, ，…, a„ eR n 是 R” 的一组向量•用 voinU, ，…，心）表示 n 维平行六面 
体 n (七 ，…, (由 !!,，•••，〜 所张成）的体积.由代数教程知道有下面的引理. 

、！，••<、 

引理4设4= i =是由 a,, …,心的坐标构成的矩阵，那么 detM) 

I 0 ' - a nJ 

=voin(n】，-”，o. 

回到外形式上来. 

引理 s 设在上建立了笛卡儿坐标，并设 A …/ \ dx ” 是最大秩的 
形式. 那么 6> (n) (a, ,•••，!!„) = voin(fl, f , a n ). 

证明因为仏（《)=叭所以， 

(^ ，…， a n ) =(办 1 A … ^ dx n ) ( a , ，…， a n ) 

= a j’i • 心 ]= det4. 

引理证毕. 

于是，平行六面体 ( 作为外形式的值）的体积不是 数*; 例如，在七 ，…， a n 奇置 
换时，它要改变符号.这是“有向体积”这个把体积作为外形式的值的观点是有 
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效的 • 

对较小阶的形式，类似的解释也是可能的.假设在中给出形式= 
^ 1 ' A - A ^ r 1 *. 要求对 R" 中的一组向 M〜， …為，求出（厶 M A -△&▲)(〜，•••， 
O 的值. 证明 0) ⑷ (“, ，…爪)= voin (办，，…, AJ ， 

这里 n ( …，~)是位于坐标平面 R 4 (%，•••， 
e ik ) 中，由向量办，，… A e R a 所张 成的々 维平行六 
向体的体积，其中 &，•••，& 是向蛞义， …， 心在平 
iftl K* (%，…，~ ) 上的垂直射影 （ 参看图 5. 3 ) 

若形式 cu <4) 是形式从 ，〜厶 “ A … A 厶**的组 
合，则它在义，…，化上的值将是体积 voin(t, …， 

带有“权” ov.4 的线性 组合. 

我们指出在黎曼流形上外形式与区域体积的关系.我们认为读者对多维（重） 
黎鲑积分的概念是熟悉的.设 AT 是黎曼流形，0是 AT 中的开区域,它同胚于建立 
了笛卡儿坐标^，…，/的 R n 中开区域〜设 gU ) 是矩阵的行列式. 

定义 4 称数 

V( D) = vol( D ) =卜 J V g{x) dx' 八…八 dir n 

' J U ( x ) 

为区域 DCM n 的体积，其中: , ，…〆是区域 U ( x ) cR n 中的笛卡儿坐标. 

如果流形上的区域“很大”，即不被一个 图覆盖 ，那么它的体积借助于给出的 
光滑图册的1的分解来确定. 

这个定义的根据是，在最简单的情况下，此公式导出的值与由其他的设想所得 
到的体积值是相同的. 

(1) 设 A/ n = R"，i/ = Z)Cir 是 R" 中的有界区域而=\， 即 所以 



vol( /> ) = j … jdx' 

V(») 


••• dx n 



这与 R ” 中有界区域通常的欧氏体积的定义是一 致的. 如果把厶、… 〆 T " 看作是无 

穷小屢，那么 Ckr = dx ' . dx n 是边长为 dx 1 ， …， dx n 的无穷小平行六面体的体积 • 

于是，有界区域 U ( x ) CR 的体积可以为无穷多个无穷小平行六面体体积的“和”. 


(2) 设 AT 是 R v 中的子流形，是在 ATCR V 上诱导的黎曼度敏.设 

…/是，上点 P 的邻域中的曲线 坐标; 设区域/>“不大”，即包含其在坐标邻 
域 之中； 于是可以认为区域0的体积 vd ( D ) 是无限多个无穷小平行六面体（已不 
是直角平行六面体 ）1 IIJ 之和 ，比 是用弯曲的坐标平面 〆 =常数 （1 矣 kn ) (具有 


“尤穷小的步长”）分解区域而得到 （ 参看图 5.4). 


因为，是光滑流形，所以 R 可很好地用包含在 7 V ( AT ) 中的“直线”平行六 
向体 ft 来近似，这里 P 是1的顶点（参看图 5. 5 )• R 的边的指向是沿着经过户 
的坐标线|/丨的方向•设!!,，••••&是这些线的速度向量.因 为仏是 欧氏度量的诱 
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图 5. 4 

导度量 ，所以 vounj 主 voi(ftj 与 ir 中的欧氏体积 fi 4 一致.于是， V0 |(/)) 主 
^vol(ft A ). 在尸点附近，除原来的曲线坐标？，… ，/外 ，引进在/>点正交的坐标 

/，…,/，即在 7V(AT ) 中给出笛卡儿坐标•设…， t 是这些新坐标线在 P 点的 
单位速度向最.这时在 p 点有 giJ (y) =S y •设 J 为变换在 P 点的 Jacobi 矩阵.这时， 

•/把…人变为〜，… ，、我 们证明 vol(fU = v/^T 如"，这里如 •… 
•厶”是由 以，…， dx n 构成的直角平行六面体的欧氏 体积. 我们考察由 

构成的平行六面体 n【. 这时， voin: (七，… ,o = v^OO. 事实上，因为幻 (y) =~， 

所以 （々U)) =J(g,(y))J T ^JEJ r =jj\sm dety= ygOO . 由引理4, v^y = 
dety = voi n: (A ) •证明了 结论. 



图 5. 5 图 5. 6 


因为 fl 4 由（办 1 )fl, ，…，（以)心构成（参看图 5. 6) ，所以 

volfl*(a , <ir 1 1 ••- 9 a n dx ) = y/g(x)dx l . dx \ 

因为由 iX 的体积（它们的总和），以及它们装满 了区域 的体积，所以 voUD)= 
V g(x) dx . 办"，并且这就是所要求的. 

W 

(3) 设 A/ 2 CR 3 是光滑子流形，它由向径 r = r(u，t;) 给出； 那么， A / 2 上区域 Z) 
的面积有 

vol(D) = | JEG - F^dudv 


I [r M ,rJ I dudv ， 


其中 [ ， ] 表示向量积，而I [ ， ] I表示它的模. 

(4) 设由光滑函数^ : f ( x ' ，… ，丨)的图像形式给岀的子流形 CR H . 求 

有界区域 DCA /"- 1 的体积，可以认为，= V ( da ) 9 Xn . 卜必 

这里 da 是无穷小平行六面体的体积.把它射影到坐标的 

超平面 r - Ux 1 9 …，广 1 ) 上时，得到无穷小体积如= \ U \ 


dx 


cUo 



它与如的关系为如参看图 

cos a 


5.7) •这里是 AT 4 的法线 m 与向量^的 夹角. 显然 
cos « = ( 乂， m ) ，其中 ^ = (0,…，0，1 ) ;m = , 


V t 补 


W ， …广 】) 


图 5. 


F( V，•••，/) - x n - f ( x ，…， /-丨 ）； 


即 


da 


+ I U\i) 2 dx 


1 n - 1 

ax 


于是， 


vol(D)= 卜 •• f /1 ^ ( f ^ dx 、 •…， dx 11 ' 

i / u 、'*" … V ,al 

这个公式与上面关于体积一般的定义的公式 一致. 事实上，我们巳知 AT_ 
度董为 

* 2 = U + (/,‘> 2 ) ⑻ 2 + 2/X 也如； 

由此 4U) =1 + Z/J (验证！）•例如，若以3,则=1 + / x 2 +/ v 2 . 

i^l 

练习求出 JIo6aHeBCKMft 平面上和二维球面上半径为 r 的圆的 面积. 
于是,我们提出了在黎曼流形上关于区域体积的一般公式的几点根据 


上诱导 


vol( D ) = n Vg ( x ) dx { -•• dx n , 


特别是，对 vol(D) ，存在着表达式 


vol(D) = 7^7.( 办 1 八…八厶"）〜〆/ 1 ，…， fl> n ) ，这里，〜，…，\是 


U (^) 


在尸 点切于坐标线 U 1 1的速度向董，而 W ，…，也 1 是由 P 点沿着这些线的无穷小 
镜位移;这些位移构成无穷小平行六面体所以体积公式就表 

示为上面所指出的 形式. 通常，写为简略的 形式： j-f y ^ Tdx 1 a …，这就 

V{%( " 

是上面所导出的展幵的形式. 

很明显，这个积分不依赖于局部坐标系的选择.事实上，若作变换 b)4(y) , 
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J***! vXy) 办 1 A … A dy n = 卜 J (• detJ Y )(fy' 八 … /\dy 

lt{r) U{y) 


/.../(detyjdet(g) *det(g 


/ r ( r (»)) 


j^x 1 A 


# _ t 


A dr 


J m "J '/g(x)dx i A ••• A dx\ 


f /( y (0> 


5.3 联络和共变微分 


5.3.1 仿射联络的定义和性质 

在实际问题中，必然要出现对张量场进行微分.在这种情况下，应使微分是张 
敏运算，即使张量变为张量.在曲线坐标中对张#分量的通常的微分是这个运算的 


府身.为简单起见，我们取共变场7；、，考察函数 


dx' 


7：^，即考察通常的 


偏导数 • 在另一个坐标系中偏导数应取问题:这组函数构成 

dx 

张贵场 p 吗？换句话说，在坐标变换时这组函数按张量规则变换吗？我们来检查 
这个演算.在 u) 变到 (/) 时，有 


尸 


8x a 


0…馱 ... 


dx 




dx a dx i} 3x ik 


k dx Q dx li dx k 


潘， 


“ dx lk \ 

—-• • • _ ■■ I 

r, dx i，k r 


于是 


()x 


p - p 1^1 

o^i'r-^i ^ a,ir ^ l ^ x a dx 




s 


r ..雄 m 


v‘v 


在一般形式的变换 U)—U') 下，一般地说,表示式 s+i 不为 0, 即 / v.. u 不按张 
t 规则变换 D 仅在特殊情况下，它才是张量,例如，在坐标的线性变换时,因为此时 
有 

s 0- 

我们的目的是要学会对张量场的微分在任意坐标系下都是不变的.首先，局限 
T 欧氏空间，除笛长儿坐标外，考虑所有可能的曲线坐标.我们要找的运算用 ▽ 
(nabla) 表示，并作如下 要求： 


5.3 联络和共变微分 
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( 1 ) 在 R ° 的笛卡儿坐标中，运算▽应当与通常的微分—致. 

(2) 运算▽应该是张最运算，即如杲 r 是张董场，那么 vr 也应该是张量场. 
我们从举例开始.考察 R n 上的向董场 r ; 设 u ) 是笛卡儿坐标,（ V )是曲线坐 

标•写出加在▽上的要求 （1) 和 （2) .这时，在坐标系 u ) 中有 （▽ 在变为 

dx 

坐标系 ( v ) 时,应该有找出▽的明显的形式，我们有 


( ^ ty ； 


dx l dx! d 
bx dx 1 dx' 


dx' dx^ d 
dx dx! dxf 


{料 


dx l dx 1 dx 1 bT* dx a 
dx dx 1 dx k dx a dxf 




dt 


dx 


t 9 


dx 

dx 1 


JjC_ 


df 


(”) ；令 + 7 ^,;/：:*' 


bx 

dx 1 


d 2 / 

by! dx 


亍是，出现了某些函数/^，这是▽与通常的（欧氏的）微分运算上的偏差. 

现在，我们考察 R n 上的共变向量场乃，为了寻找▽加在7；上的明显表达式, 
应该再来解方程组 


(▽r ) l7 




类似于前面的情况，我们得到（验证！) 


( V T) lV 


bT c 

d / 


T,f k ； r ; 


其中 ，尸 


d 2 k. 

dx!dx 


( 魏 Si 槐作财醜攸*麟麵_差 


引理 1 成立等式 r 


H' r 


证明关于 〆 '微分明显的恒等式 


dx 1 dx 1 _ 〆 
dx r dx kt ^ k， ? 


得到厂；: 4 j r ;: 4 , = o . 引理证毕. 


于是，加在向量场和共变向量场上的运算（在 r ° 的曲线坐标中）▽有形式 


( vr ). 


~s7 

aTV 

dx 1 
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现在，考察▽对算子场的运算，即对（丨，1 ) 型场的运算,我们有 


( vn ;^ 


(▽ 叫 = 如 )； 

dx bod 8 x k d I dx l dx p 尸、 dx l dx^ dx k dx dxf dx q 


dx 1 dx 




dx a av 


n ) 


jn dx 1 dxf dx k • d 2 x • 

p, a 7 V dx v . dx a ，• 

j^dx 1 dx/ dx k dx 1 d 2 〆 
〆 dx‘ d:/ dx*’ dx a ’ dx k dx 1 


， __ __ ■ ■ • ■ ■ ■ • _ ■ ■ I I _ — I 

■ dx 1 a〆 ax k， dx a ’ ad a〆 iix k 

dx 9 dx 1 * 
dx k dx! 


^( r ；)^ r ;： r ， 




于是，我们得到了▽作用在 7： 上的运箅. 

定理1设 A / W ，（ d 是笛卡儿坐标，（ 〆 ）是曲线坐标.则在 R 
运算 ▽ ，它对任何张量场的运算由下面的公式给出 


中存在张量 


-y Ts i h 

其中的函数在变换 U ')—(. T ") 时变为 

〆 一逆 1 ^ %k r l 




a / a 2 / 

dx 1 bvf dx k 


证明逐字逐句的重复上面所作出的对向量场、共变向 1 场和算子场的计算, 
就可建立起▽对7：彳$进行运算的明显表达式，重复的次数正好是场巧义的秩数. 
写出此公式一事留给读者作为必须完成的练习.我们来考察 /^ A , 的变换规则.有 






dx k _d_ 
dx k ^ dx k 




dx ^ 

dx k ' 


dx r bT ^dx k d 2 x r 
dx' dx k dx k dx k dx 


r 


dx ^ 







3 x k ， dx r ( df 

a 7 a 7 la 7 


r 


n ; 4 


比较所得结果，得到 


n fc # n r 

jp dx dx 〆 

dx kW dx lpT 


〆 dx k， d 2 x r 

J 7 ^7+ 


1 〆 ，• 


因为对任意场 r 这应是恒等式，所以 


r r _ pu f ^ dx k dx dx k c) 2 x l 





由引理 I 


d 2 x dx f， dx 
dx k dxf dx p dx 


d 2 x 1 dx 
dx fr dx k dx 


定理证毕. 

我们仅证明了，“张量的微分”存在定理对， 1 = R n ，即在“存在”笛卡儿坐标时 
是 iTi 确的.这使我们能以显式计算函数厂现在，我们考察任意的光滑流形，用公 
理的方法给出新的运算▽，以上面在 R n 中定义的▽的性质作为新的运算的基础. 

定义1在光滑流形 / ir 上，如果对每一个光滑图册，在每一个图中都给出一 
组光滑函数(称为 Christoffel 符号），在坐标变换时，它按规则 

r t _ dx_ dx k 卜 dx 1 dx 1 
/k， * dx 1 dx 1 ' dx k，Jk + dx 1 dJ dx k， 

变换，则说在 W " 上给出了共变微分运算 ▽. 这时，▽由下面公式 给出： 


dx 1 dx 1 
dx 1 dx 1 dx k 


k 


(▽ 


V 


dx 


(\ -i- r»*j • V" 7*>"**** 厂 ^ 


存在这样的 AT , 在 AT 上可以引进▽，我们上面已证明了,， = R ” 时是可以 
的; 这时 G 由上面所得到的公式给出.函数组厂;不构成张量，这一点是重要的! 
C»mstoffel 记号，仅在特殊情形下，例如在线性的坐标变换时，它们按张董的规则变 
换.有时说 Christoffel 符号（或 ▽) 给出了 AT 上的仿射联络.如果坐标是固定的，那 
么▽就作为运算的总体，而 ▽* 是关于各个坐标的共变微分. 

定义2在每个坐标系中用等式尽给出的张量称为仿射联络/；的 
挠率张置， 

引理2函数组仏确实构成张贵. 

证明 利用 Christoffel 符号的变换规则和/%,关于下指标的交换，由于“非张 
董的补充项”关于/和 P 的对称性.我们得到公式 

^ dx dx/ dx k ^ 

引理证毕. 

定义3若挠率张量等于0,则联络(或共变微分）▽称为是对称的. 

我们在 R n 中引进的联络是对称的（验证！） • 在任意的 AT 上， Christoffel 符号 
已不像在 R ” 中那样，必须为坐标的二次偏导数的形式. 

命题 1共变微分(联络）▽满足下列 关系： 

(1) 运算 ▽ = | V 4 | 是线 性的； 

(2) 对任何张量巧，函数组 ▽*;=(▽ 7^%构成张 量场； 

(3) 若张量场是数量场（即 AT 上的光滑函数 /), 则 ▽/= HV /| =|^| = 

grad f ； 


n y 




mm 
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(4) ▽对向量场 r 的运算有形式 




ar 

dx k 




▽对共变向董场 t 的运算有形式 

dx 

(5) 运算▽满足 Leibniz 公式 

▽“ d 咤? ） = ( ▽《? ）• 卜柯 •（ ▽，!$)， 

其中穴;]和/为任意的张 量场. 

证明性质 （1) 一 (4) 由▽的定义立即可得.留下的就是要证明 （5). 考虑最简 
单的情形.•张量场^^和户以中有一个是数量场.这时 （5) 由对数最函数的 Leibniz 
公式 得到. 现在，设 r 和 p 是向量场 r ， A ， 我们有 

▽ 4 (r • 户 ） =-^(r • P) + rpr^ ^ rrr^ 

dx 

=( 5 叫叫 5 叫 

=( v 4 r ) P + r ( v ^). 

对于任意场 p 和 r 的证明，把指标^变换成多重指标 （ i ) ， ( y ) 以后，类似地证明. 
命题证毕. 

定理2设在 at 上给出运算 ▽ = | V fc | ，满足 （1)—(5)( 参看命题1 )• 则对任 
意的张量场7^成立 

卜 VC 士 o 客 i d.A ， 

即▽是在我们所定义（参看上面）的意义下的共变微分.性质 （1) 一 (5) 唯一地决定 
了运算▽，也就是说，它可以借助于性质 （1) 一 (5) 用公理的方法 引人. 

证明把▽作用在数置函数和秩为1的张童场上已依照 （1)—(4) 给出了.留 
下的是找出 ▽* 对任何型张量的运算. 

我们证明一个引理 :任何 张量场可分解为秩为1的场的乘积的线性组合（带 
有光滑的系数).事实上，任何张量场就是多重线性 映射： 


r = a;::::;:' ® … ® … ® A 

其中 \ ，々是秩为 1 的场，并且是光滑函数.设17^是张量气的一组 分量; 相 
应 地巧是 A 的一组分量，那么 




其中 





S .3 联络和共变微分 
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我们回到定理的证明上为简^单起见，我们考虑¥为2的情形（对任意的场 
可类似地得到）.由▽的线性性，就足以验证公式（5)，对单项式7； = a ( x ) T i P J , 
«(幻是光滑函数，成立.按照 Leibniz 公式 (5 >，有 

二-尸 八. 

这就是所要求的.定理证毕. 

定义 4 设▽是 W 上的仿射联络，若对局部坐标 /,•• •，/ ，有 GU ) =0,则 
称此坐标是欧氏的. 

这样的坐标也可能不存在，例如，若▽不是对称时就是这样.事实上，在这样的 
情况下，/^/0.若存在坐标，在此坐标中， /^ sO , 则也为0,而这时由于张董的 
性质,在任何坐标系下它都恒为 0. 

一般1共变微分与黎曼度景决无关系.黎曼度董和仿射联络是 AT 上不同的结 
构.特别，对仿射联络的欧氏坐标以及对度量獅的欧氏坐标（即在此坐标中有％ = 
\),这是不同的槪念. 

现在，设在上给出了度量〜•这时.在所有对称的仿射联络中可以分出一 
个（且仅仅一个)联络，使此联络与此度量“一致"，并且完全由它确定.这样的联络 
称为黎曼联络. 


5.3.2 黎曼联络 

定义 S 黎曼流形上对称的仿射联络 ▽= ,若 ▽(仏）30, 则称此联络与 

度量％—致 (或 称为 黎晨联 络). 

由于▽的张量性，恒等式 I ▽*( 化 ） =0|，在任何坐标系中都成立_于是,关于黎 
曼联络，在这样的意义下张量 仏是“ 常量”，就是说它的共变导数等于 0. 特別.对任 
何张置场，有▽ 〆 獅 7 ）• 参看 Leibniz 公式 • 

定理 3设心是 AT 上的黎曼度量 • 则存在唯一的对称仿射联络与 心一致 ，并 

且 


厂; 


g 


{ dx 1 





证明假设存在性已经证明，我们指出联络的唯一性.按照定义，=0, 
由此唯一地导出厂;^作为心的函数时，就足以证明唯一性了.我们有 
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°， 磬 


貧印厂!1 ―茗厂 


循环变换指标，得到 


d% k 

^gki 

dx 1 


厂人 -ii + 厂 4 


( y / c ) 


厂⑽+ A 


(句） 


-a 

dx 


Fhki (jki) 


其中厂 4 把前面两式相加并从和中减去第三式，得到 




今斗 2 厂 

dx 1 dx 


•I 厂; • 


(注 意: 厂;*=厂;^于是 


n 




\ dx 


dx 1 dx 




这里,我们对方程组 = %求解，因为是非退化的张量，所以存在逆张量 

，，由此 r : g ^. 于是，若原来方程组的解存在,那么解就是唯一的.为了证明 

存在性，借助于上面所得的公式来定义厂> 即可，重复相反过程的计算，我们 得到: 
v 4 (^)= o . 定理 证毕. 

注意 设在， 上存在坐标/，•••，/,在此坐 标中仏 =\.这样的坐标系存在 
等价于存在坐标系,在此坐标系中(仏）变为常数矩阵（不依赖于点）•这时，借助于 
线性变换可以把这个矩阵（同时，在这个邻域中的所有点）化为 s y •的形式.于是，若 
一个坐标系中度童张量的矩阵是常量矩阵，则可以称此坐标为欧氏的.我们回到黎 
曼联络上来. 

命题2从黎曼联络与 仏一致 的观点上看来，欧氏坐标系当且仅当从 &的观 
点看来（即獅是局部常量），它是欧氏坐标系. 

证明事实上，若 〜是局 部常量，则由于定理反之，若厂；=0,则由 


于定理3, 


dx k 


也就是仏在这些坐标中为常量.这就是所要求 


的.命题证毕. 


考察光滑的超曲面 v ^ cR n ， 它由 图像/ =f(x 
是任意一点.在该点,7>。（ ) 平行于平面 R n '\ x \ 


) 给出； 设 


】），即 


df(Po) 

dx { 


0. 我们 


关于这样坐标系已算出了 形式蛉 我们有力=~ 由此,对联络，有 G ( A ) 

= 0,联络与 A —致.在 P 。 的邻域中，函数可能非 0. 

黎曼联络能够确切地定义流的 散度. 注意，散度（无穷小体积的变化）概念本 
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身假定了在 AT 上度量的存在，否则，体积的槪念是没有定义的. 

于是，设 r 是带有黎曼度量的上的向量场， AT 上具有黎曼联络.我们假设 
div(r) =▽ ，.显 然, div<r) 是数量函数. 

命题3成立下面的公式 

div(D=^ + r-^(inVg), 

dx dx 

这里是矩阵(％)的行列式. 

证明由定理3,我们有 


其次 


这是因为 


我们断定 


div ( r ) ^— t ^ rr a 

dx 


F + r • 士， 

dx l \ dx dx dxr / 


d,v(r)=54r,^). 



3gpa ip^Sa\ 
dx 1 



g 


dx a 


2 




注意 /今、是 “在矩阵 ( 心 ) 中的余子式•由此得到只要验证关 系式： 

y 厶也=血 

(Tp) v dx a dx a 

即可. 

行列式 g 是^ i 次齐次单项式的和•取出 g 的和式中包含％的所有的项.这时 g 
=…+‘心+…，其中~是次数为《 • 1的多项式，它们已不包含〜 • 这时，心= 

V 计算0，我们 看到# 进入到带有因子中，而这个和式的其他被加项中，即 
在夂 =#- 岛〜中没有函数于是，$= 2 ，这就是所要求的.命题证 

JLf \9 x • 

毕. 
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5.4 平行移动测地线 


5.4.1 预先的观察 

考察光滑流形（不必须是黎曼流形）.在许多问题中都要求比较附在不同点上 
的 向量. 在任意 的从 1 的情况下，因为 r ,( An 和 7；( AT ) 是不同的，这个比较的问 
题是复杂的.在 AT = R n 情况下，利用平行移动来比较位于不同点的向量 • 形式上 
可以这样定义 ：考察 一对点 P 和，并设《是点 P 的 向量； 我们考虑光滑曲线 
r ( O ， r (0) =厂 7 ( 1 ) =(?; 把沿着 7 ( 0 平行移动，使得向量的起点在 yG ) 上滑 
动.结果得到沿 y 的向董场它的分量为常童，等于在开始时刻分置•场 
a ( t ) 的分量关于 t 的导数等于 0. 在点 () 的得到的向最 W 1 ) 与曲线 y 的选择无关， 
在这个意义下， M 中的平行移动与道路无关. 

在转移到任意的 AT 上时，这个简单的方式就不适 用了. 因为，在一般情况下, 
M n 不能用一个图来覆盖它，即不能对所有的点引进一个共用的坐标系.首先我们 
假设，炉光滑地嵌人 R 3 中，并设 P W 是炉上一对邻近 的点. 设 a e 7；( A / 2 ) , y 是 

曲面上从 P 到 （> 的曲线.在 A / 2 上的平行移动可建议为这 样:把 《看作为 f 中的 
向并按 R 3 的观点沿 7 实行 平移; 这样得到(> 点的某个向景 t 但 * 已不必须在 
'(#) 上了.把 6 投影在 7^( A / 2 ) 上，并称投影为由 P 点的向暈《沿着 7 平行 
移动到 9 的结果 （ 参看图 5. 8 ). 这个结果与道路无关. m 这个做法的正确性仅在点 
P 的小邻域中.如果我们希望把《移动“远的距离”，那么，就有可能所得的向量7^ 
是苓向置.例如，此事发生在 S 2 上（参看图 5. 9) .如果进行在子午线的一半上，“平 
行移动”给岀的结果是零向最，此结果应抛弃.其实可以更细致地进 行:沿 y 移动 
无穷小的一步，并在每一步后施行所得到的向量在7； (|> (4/ 2 )上垂直 射影. 原来，它 
确实给出了在 M 2 CR 3 上的“平行移动”.我们将不详细地研究这个过程 • 



图 5. 8 图 5. 9 
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读者注意，在定义平行移动时，我们不得不确定曲线，必须沿着此曲线实行平 
移•平移的结果与道路有关还是无关？在一般形式的流形上，预先是不明确的.可 
能是介关的.例如••沿着 _bius 带的中心轴平行移动（参看图 5. 10). 在此情况下， 

f- 移的结果与道路有关是於 2 的不定向性的结果，但是，在定向的流形上，一般地 
说，平行移动将依赖于道路. 



图 5. 10 

5.4.2 平行移动的方程 


我们以微分运算▽作为 AT 上平行移动概念的 基础. 设是 AT 上的两点， 
川光附的（或逐段光滑的）轨线 y ⑴连接着，且 y ( o ) = P ， y ( l ) =0,设 y 是沿⑴ 
的速 度场. 这个场的分量用，1矣 A 矣 n 表示•设在 AT 上给出仿射联络^ = 

•用公式来定义张*场17^丨沿着向最场士的共变导数：力^) = 

I I •我们 约定： 称此运算为沿着曲线的共变微分 • 

定义1设 r = | r | 是沿曲线的光滑向 數场. 若 V ^ r ) 三0,则称此场沿着 
y (0 关于联络▽是平行的向鼋场. 

换句话说，场 r “ 沿着 y (0 是平行的”，有共变常数 分量. 这与欧氏的情形相类 
似，因为对 M n = R n 的一般的平行的定义变为 I V 4 = $|，即为通常的平行 移动. 

我们用坐标写出场 r 的平行条件，有 

▽ y (r) =# 

(it 


dx k ar 


dx 


! ■理 f 層 


定义 2 称方程穿 + T 厂“奮 =0 为沿曲线 y ⑴平行移动的方程 


r 改变后，平行移动的方程也要改变 • 

设 y(G 是由/"到（>的光滑曲线，并设 = 是/>点的向量.我们 

的 1 1的是在0点作出新的向量 '( AT) ，使办很自然地可命名为“与向釐平 
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行的向置”.考察沿 y 的平行移动的方程,•在此方程中，函数和^^是已 知的; 
我们寻求函数 #(01 ——平行场 no 的分同时在初始时刻满足条件 r ( o ) 
=，如常微分方程的教程中所知,方程组 f + rr ^= o 的解存在、唯一并且可 
延拓到❹ 

定义3在(？点出现的向量办= 7^1)£7^(，），称为沿曲线7(『），平行于《 
e 7 V (>» r ) 的向量. 

显然，一般地说 J 依赖于 y . 若 M 、 R ft ，并取欧氏联络 r ^ O 作为▽，则是在 
通常意义下的6平行于 fl . 

我们考察在黎曼流形 AT 上在黎曼联络▽中平行移动的性质. 

定理1设 flJe 7 V ( iT )， y ⑴是从/>到(？的光滑曲线.考察 a 和 A 沿 y ⑴ 
的平行移动 • 那么它保持向量的数量积，即若 a (0 和是沿着 y ( G 的平行场， 

u <0) =1*(0)4，则|<|^)，（0〉^)，这里〈，〉是由心产生的在7； 0> (30中 
的数 t 积. 

证明我们把 a 和 A 包含在平行场⑴ ， ft = A (0 之中， 7 X 0) =a 9 R(0) 
: b . 考察函数 / u ) =< r , j ?> y(I) = u v r/o ( O ，即沿着 y (0 的数董积.逬行微分. 
得到 


^■ = v/(o=f* =^,v*(r/?) 

v 4 r ) ^ g , r(t v，）*o 


这是因为 v v ( r ) =▽ 〆 《) = o . 定理 证毕. 

反之也 对:如 果在黎曼流形 Ar 上给出对称的仿射联络，在 /T 上沿任何曲线 
平行移动都保持数量积，那么这个联络是黎曼联络.事实 


上，可从定理1的证明着手，我们 得到: v ^) S o , 
BPV^.=0. 

虽然我们实现了沿光滑曲线的平移 ，但 也容易定义沿 


逐段光滑曲线的平移.设在 y ( o 上有孤立的折断点 n 




5. 11) •沿着 y (0 平移向量《，来到4,并得到在4点平行 n 

于向量 a 的我们把 A 当作新的平行场的初始向量，再沿着 AS 并重复平移的 
过程. 
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5.4.3 测地线 


定义4设配置了仿射联络（不假设度量的存在），光滑曲线？0)，如果 
v r ( r ) = 0 ,那么称 y (0 在给定的联络▽下的测地线.这里 y 是轨线 7 ( 0 的速度向 
»场. 

换句话说，测地线是这样的轨线，沿着它速度场是平行的，即速度向量平行移 


动时仍然是速度向量.我们来导出测地线的方程. 


我 们有: 


因为 r= |， 所以 


0 = V y ( r ), 




山 2 


厂“ 


dx^ dx^ 
dt dt 



我们得到了 测地线 方程.它的解是一组函数:^(0,…， _ r n (0, 给出了测地线 
r (0 ，这个方程组是〃个方程的二阶常微分方程组.它的解由初始给定的 ^( 0 ) = 

F ，^ P ~ = al ' asT ^ Mn ) 唯一确定.总共是2〃 个常数 :/1 个常数确定点 Z 5 ; 另外《 

个常数确定在这点的速度向量.这可由常微分方程理论立即得到. 

命题1设尸 £ ，,1^7^(^0,则存在唯一的测地线 7 /(0，使7(0) = P , 

r(0) =«• 

推论在某一点互相切触的两条测地线互相重合. 

我们考察黎曼流形 AT 和黎曼联络▽.设 y 是测地线, y 是速度场， r 是沿 y 的 
平行向最场•则在每一点 y (0 •可以确定数 cosofG ) = 〈 o〉/iri • 1>1，这里 a ( e ) 
是向量 r 和 y 之间的角. 

引理1在向量 r 沿测地线 y 平行移动时，角 a 保持不变，即 a ( t ) E 常数. 
证明由定理1,向鼂的数量积和长度保持 不变. 引理证毕. 

在二维的情况下，保持角度唯一地给出沿测地线的平行移动.设 y 是测地线， 
并 a fle 7 V ( w 2 ) (图 5.12); 这时，平行场 r ( o ， fl = r ( o ) 有同样的长，并且 r (0 与 
向量 7(0 构成同一个角〜等于和) K 0) 构成的角.现在，可以定义沿任意的逐段 
光滑曲线 y 的平行移动_用小测地线段组成的测地折线来逼近 y , 然后，沿每一测 
地线段，利用角的不变性质来实现平移，再后，取测地线段长度趋向于0时的极限. 
在沿着不是测地线的轨线平行移动时，移动的向量与轨线的速度向量所构成的角， 
一 般地说，是变化的.现在考察例子. 
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( 1 ) 如果对 2 = R 2 , 那么沿曲线的平行移动与通常的平移一致••平行场关于笛 
卡儿坐标有不变的 分量. 

(2) 设从 2 是 R 3 中的直圆锥，顶角等于外参看图 5. 13)“ 挖掉”它的顶点•设 
y (0 是垂直于轴的平面与锥面的截线;设 = r ， fle7 V (你 2 ) 向着锥的 顶点. 使此 
向 W 沿着 y(0 平行移动;并返回 P 点. 向*转动了怎样的角？我们利用与在锥曲 
上诱导度 敏一致 的联络•因为这个度量是欧氏的，所以锥面沿着它的母线剪开时可 
以展为 平面. 找出在 R 2 上 a 沿着圆周（参看图 5. 14) 平行移动时所转的角就够了 • 

容易算出转角 P 等于 2ir(l - sin H 我们从平行移动的观点来指出 Christoffel 符 

号（系数）的几何 意义. 求出（心），这里 d a 和心是 AT 上在坐标/，…/下的坐 
标向 馕场. 张景 v aa (dy 仍是向最场 • 



图 5. 12 图 5. 13 图 5. 14 

引理 2 存在恒等式 ▽~(dp) =/^A. 

证明我们有 

#巾 

d a = UI =5^1 ;d p ^\T^ =5^( ; 

< V,(7^)=a：(^ + 7； n ,)= 


即 




引理证毕. 

这个结论可以这样理 解：在 d a 方向上将％作无穷小 平移； 同时 ，心 好像“转 

动”，并且它按6 ，…， d n 分解的系数正好等于 

(3) 设，= R" ，建立笛卡儿坐标/,•••〆;这时厂; ^0. 测地线方程为 





5.4 平行移动测地线 
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clV 


=0,即 x a = a a t ^ b a . 


于是测地线是直线，并且只有直线才是测地线. 

(4) 设 A / 2 = S 2 , 具有标准的度量在球面坐标中， 

ds 2 ^dS 2 +sin 2 ^^> 2 . 

我们求测 地线. 直接计算有（验证！） ：厂 L = -ysin 20； r 2 ]2 =cot h 对其他的指标 
有 厂 ^ =0. 其中太 1 =6, x 2 =< p , g u = 1 y g n - g 2] =0,^ = sin 2 a 由此，测地线 

方程为穿-舍 8 in f =0 •其中有一个解为形式# =常 

数 4 = /. 此解经过北极的子午线，此子午线是属于参数~ = 弧长）的曲线. 

命题2设 S 2 具有标准的 度騎. 那么，球的所有（过球心）平面截线（赤 
道），是黎曼联络的测地线，并且只有球的平面（过球心）截线才是黎曼联络的 
测地线. 

证明首先证明 S 2 的任何过球心的平面截线都是测地线（关于自然的参 
数). 对子午线 y 。, 这个事实已在 t 面证明 • 我们考察任意的“赤道” y . 显然存在旋 
转，使 y 转到7。的位置. 

引理3 设 in 是黎曼流形的等长 ;7 是黎曼联络的测 地线; 那么在 
等长/下， y 的像也是测地线. 

证明等长保持黎曼联络不变，所以也保持测地线方程，即/把方程组的解仍 
变成方程组的解，这就是所要 求的. 引理证毕. 

回到命题2的证明 k . 来，我们得到 y 是测地线， 反之： 

设7是 S 2 上的测地线•考察 y 上任意点上的速度向 M y ，并 
过此点在向1的方向上作一赤道（过 S 2 上任何一点，在任 
何方向上可作一个且仅可作一个赤道 ）（ 参看图 5. 15) .因 
为 y 和赤道是同一个方程组的解，并且这两个解相切触，所 
以它们 重合. 命题证毕. 

(5) 设4/ 2 =&是建立了标准度做厶 2 = dx 2 + sh 2 xd < p 2 
的 /Io6aMeBCKMft 平面. 考察具有度最 （ 1 - r 2 ) " 2 ( dr 2 + 

的 Poincar 6 模型，求测地线. 

命题3 Poincare 模型中 ^ o 6 aHeBCKHft 平面的测地线是所有的与绝对形交于 
直角的圆弧（特别，所有的直径），并且仅有这些是它的测地线. 

求出测地线 方程. 因为心的度量是 S 2 的度域 中的二角函数由双曲函数所 

代替而得，所以，厂 L = - ysh (2^) ； r ? 2 = c % : 对其他的指标 （〖， y ， A ) 有/=0; 
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其中： 


-由此得& 


2 


^(2^) 



2 


d 2 (p 
dt 2 


' 琴 III Cll 

7 t,r 个解为 a =cost i =/ ，它是平面上过 0 点的直线•因为 a#) 同时也可“取 
作収曲面右叶（虚半径的伪球面）的坐标，所以在球极射影时，具有方程 

=/的直线”变为单位圆的一条 直径. 从而证明了 Poincare 模型上一条直径 y n 是 
测地线 • 1 、 I 


我们证明 S1； 于绝对形 ff 觸弧麵地_ flj 脂 |H3, 应该证社 面所 指岀 
的任何酬经等长变换可㈣为 y 。. 为此,__具有龍&以 O 的上半 

平面上的模型 上来. 注意到存在线性分式变换（等长），它把单位圆变为上半平面 
M 时，圆的边料为实轴，直径％变为垂直于实轴的直线 （图 &⑹可以认为^ 



f(Q 


fiu 丨 || 細❹綱弧是麵线，因为職性分式变换可以把它变为轴先作 


位移 z-m +a,aeR, 然后再作变换 z —^L, a e R. 于 

是证明厂所有垂直于实轴的直线以及所有与轴似交 
i 1'1 仿的圆弧是测地线.现在，设 y 是任意的测 地线. 
应该证明它与所描述的测地线重合 • 在 y 上取点戶，并 
芩察向 t V. 过 P 点作圆弧，使它与绝对形交于直角 
并且有同一个速度向最（参看图 5 . 17) 像我们已经 
知道的一样， y 与这个弧 重合. 命题证毕. 



图 5. 17 
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图 5. 18 



图 5. 19 


注意 7 Io 6 aH eB CK 油平面上的测地线可以用对测地线方程积分而求得.在上 
半平面进行是方便的. Christoffel 符号（验算！）：尸! 2 = - L ； rl2 = i ; 其他 

r y y 

的等于 0. 测地线方程为由此得 


ry H = +〆 2 


-1; (” o'= -1; 


2 

yy ' = -* + c ；^- = 




(x-C ) 2 +y 2 =C 2 +/>• 


若《=0,则它给出直线，此直线垂直于实轴.若 WO , 则得到的是圆，此圆与绝对形 
正交. 


指出在 S 2 上实行向量沿 S 2 的平面 （ 不过中心）截线平 
行移动（参看图 5. 20). 

(6) 设^/ 2 =户是二维的环，具有局部欧氏度童，在圆周 
s 1 ( W 和 S 、 （中、 上的角为史和心它们是环上的坐标，在此坐 
标下,度量采取形式如 2 + # 2 .在产按公式 /( 史，少 ）—（ e ' 
， ）e C 2 嵌人 R 4 sC 2 时，上面的度量表示从 R 4 中诱导的欧 



图 5. 20 
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氏 度量. 因为山（炉） = dz ( h + dwdii ;， 所以 ds 2 ( f ) = d < p 2 +如 2 . 

由于在欧氏度量中 G =0,因此在环上的测地线是在作商空间 h ： R 2 (< p ^)-^ 
T 2 (屮，中、， h (< p ， 咖、= (妒，少） mod 2 ir , 即尸= R 2 / Z ® Z ( 参看图 5. 21 ) 时，平面 R 2 (史， 
( A ) 上直线的像（图 5.21). 在环上再没有其他的测地线了.测地线分为两类 :封闭 
的和非封闭的.环上的测地线用画出格子 （ Z®Z = (27 rm ，2 Tm )， m,n eZ ) 的 
R 2 (f ( A ) 上的直线来描述是方便的.考察过0点的直线束.显然，在环上通过相对 
应的测地线是封闭的充要条件是对应它的直线像交于任何的“整”点 (27 rm ，2 im ). 
否则，测地线是非封闭的（同胚于直线）充要条件是相应的直线除点（0,0)外不包 
含“整 ”点. 我们用直线与 OX 轴交角的正切来表 达：当 且仅当 tana ( 参看图 5. 22) 
是有理数时为封闭的测地线（同胚于 圆）； 于是，若 tana 是无理数时为非封闭的测 
地线.在图 5. 22中表示的直线，它通过点 （2 tt • 3,2 tt • 2) ;作商空间后，在正方形 
0^^^27 r ;0^^^27 r 中得到一直线段（参看图 5. 23) •图 5. 23表示了在环上相对 
应的测地线（圆周）•若正切是无理数，则测地线为环上“尤尽的线圈”，即它的闭包 
是整个环. 



图 5. 21 




815. 22 


图 5. 23 


我们叙述测地线一些应用. 

定理2设是下列三个流形之 一* : ( a ) 平面 R ‘ ; （ b 〉5 : ； ( c ) / To 6 aMeBCKMfi 
平面 k ;它们都配置 : T 标准 度最. 设 G = lso ( A / 2 ) 是 A / 2 上的所有等长的群，则每一 
个变换 geG 都由三个连续的参数决定，即 dimG =3. 

C 为完全的等长群，即保持度量的微分同胚的群.群 C = Iso( 对"）对任何光滑的 











5.4 平行移动测地线 
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黎曼流形 定义; 它是拓扑空间.•如果两个变换 A ，&，作为 iT 的微分同胚是邻近的， 
即对所有的点^ /T，g, ㈦和 A U) 是邻近的点，则认为两个变换 A ，心是邻近的. 
定理2可从一般的论断中得到，我们证明此论断的特殊情形. 

设 A / n 是紧致光滑连通的黎曼闭流形 ，G = [ so (^ T ) ; 那么，即 


每一个变换发 e C 都由不多于^^个连续参數决定. 


我们仅对所指的三种流形证明此定理，虽然大多数的论证对任意的流形是正 
确的. 


证明设％€好",//(%)<1(；是保持〜不变的等长的集合•显然，是子 


群，称为点％的安定子群, 设 heH ( x 0 ). 因为=%，所以 

&<，），假设 A(/0 =^U ), 作映射 A : //(y—GLU ; R)， 因为 /i 是微分同胚, 
显然 dh G GL ( n ; Rh 其次, A 把/ /U) 映入子群0(«)〔弘（/1，11)中.事实上，可以 


认为在*的邻域中选取坐标使 AU 。） 这时心（％)在 '( AT) 中定义了欧氏 

度量•因为 A 是等长，所以办(％)在 r^AT) 中保持欧氏数董积. 还有: A 是//(%) 
到 0( n) 的 同态. 事实上, A(/i, 。/» 2 ) = d ( h t oh 2 )( x 0 ) = dh r ( x 0 ) cdh 2 ( x 0 ). 不仅如 

此， A 还是单射,事实上，我们假定 dh=E (恒等) ;立即坷证 h ( x ) ^ x t xeM \ 利用 
M n - M 2 ——流形 S ^ R ^ L , 中之一.其中每一个流形上任意一对点可用测地线连 

接.在平面上和球面上结论是显然的，若对 2 =L 2 ，那么考察上半 平面； 则可如图 
5. 24所指出的方法作出所求的测地线. 


于是，设必 U。） =尤;我们把任意点 xeAT 用测 
地线 y (/) 与％连接起来，设 y (0) 是 y (0 在％的速 
度 向量. 因为 h 是等长，所以 y 在 h 下的像也是测地 
线，而因为 dh ( x 。) =£，所以测地线 7| =h (下）在工 0 
有与 y 相同的速度向量.两个相切触的测地线是重合 
的•因 y 可以用自然参数，所以 y 上的每一点的参数 
在 / i 下都不变，因此太在 y 上保持前面所指的到％ 




p 



图 5. 24 


的距离，即这就是所要求的.于是 Z / U ) 是 0(/0 的闭子群.//(%)是闭 
的，这是由于保持％不变的等长的极限是等长,它本身也保持 X 。 不变.于是，对 M 2 


= S 2 ， R 2 人 ， 我们有 dimH ( x 0 )^ dim 0(2) =1. 对一般的 AT ， 可以证明 dim 开 ( 々 ） < 
dimO(/i),BP dimH ( x 0 )^ n ( n - i )/2. 现在考察群 C. 


命題4任何等长客 e G， 决定于点〜的像 g ( x 0 ) y 和微分 dg { x 0 )： T XQ (AT)— 

事实上.我们考察对应: g — (发 ( ^) ) ;命 ( A 。） 〉，并设（发, （ 戈。 ） ；命 I (太。 ）） = 
( AU 。） ；命2(乂 ））• 由此得到 A (^ o ) - glix 0 ) 9 dg x { x 0 ) =命 2 (%) ; 这时我们考虑 
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g(x) = ( gr ] ) °g 2 (x). 显然, getfo 。）. 其次，有 

dg(x Q ) :((dg')_' °(dg 2 ))(x 0 ) =£. 

由此，在 AT 上尽 *£ •即扪（工）5於 U ). 因为发 U 。） 决定于 ri 个参数，而呶(％〉 
由不大于 n ( n -\)/ 2 个参数给出，所以 g 可以由不大于= / i(n + i )/2 个参数给 
出•对 M 2 = S 2 , R 2 ， i 2 ，我们 有： dmi (；$3. 另一方面，如在第四章中所证明的，群 Iso 

(1^ 2 )，1 30 (5 2 )，180(匕）中每一个群都包含由三个参数给出的 子群. 因为这些子群 
既歼又闭，所以对 W 2 = S 2 ， R 2 ， t 2 ,我们有 dim ho ( M 2 ) =3. 定理 证毕. 

推论 设⑻ （鏐） 。是 bo ( AT ) 的单位连通 分支； 那么，对# = S 2 . R 2 , L 2 . 
Iso(A/ 2 ) q 与第四章中所作出的那些三维群 重合； 即 Iso ( S 2 ) 0 = SO (3)； rso (/> 2 ) () = 
从 (2 ; R )/ Z 2; l SO ( R 2 ) Q 与保持平面定向的平面上所有线性等长的群重合. 

我们叙述下面的引理，不给予证明. 

引理4对黎曼流形 M 上每一点 P Q , 存在邻域 t / 和数£>0,使得 （ a 〉 f / 中任 
何两点有且仅有一条长度小于 e 的测地线联结它们, • ( h > 这个测地线光滑地依赖 
于它的端点，并全部属于这个邻域. 

由此即可推出下面的事实. 

定理3任何二维光滑紧致连通闭流形可三角剖分. 

证明 在 M 2 上 配置黎 曼度量（例如，把#嵌人到欧氏空间）. 因为 M 2 是紧 
致的和闭的，所以用有限个小圆盘覆盖它.由于引理4,玎以认为每个小圆盘中任 
何一对点可以用长度不超过 e 的唯一的测地线连接.在 A / 2 上取足够密的点网 
i ^ l ，使可能用测地线连接的点落人任何一个覆盖的圆盘中，并且测地线分每个 
圆盘为三角形，这些三角形满足三角剖分的要求.定理证毕. 

5.5 曲率张量 


5.5.1 预先的观察 

考察从\不必须是黎曼流形）.具有对称的仿射联络 ▽. 已经知道，联络确定了 
平行移动，如何计算联络与欧氏空间的偏差？如何得知是否存在局部欧氏的坐标? 
换句话说，如何评价流形的“扭歪”？如果联络允许欧氏坐标，那么在此坐标下可 
用通常的方法进行张量的微分，因为共变微分与通常的偏导数一致.从分析中知 
道，偏导数的重要性质是可交换的.因此，在欧氏坐标中， V ,- V , V , =0. 如果 

M n 是任意的流形，那么这个微分算子 ，一 般说，不为 0. 也就是说，它很好地测量了 
流形的“扭歪' 

5.5.2 曲率张最的坐标定义 

在 AT 上考察局部坐标/，…，/，和算子％ % . 并把它作用于场 r == 


ir !. 联络▽是对称的，所以 

v , r =^ + rr ; i； 

ax 


d 2 r ^sr 

dx k dx dx k 


r^ + v / (r)r^-v /> (r>n 



^5 




(▽* n vjr = r [^ r ^ 


a 

dx 


- （ n - n ) 


ar 

a ? 


n nr( 厂; /； - r^r kl + r^n]. 


w 为 r ;* = n , 所以 


(▽* n v *) r = vr\ m ； 


其中 


引理 1 函数组构成 4 阶张暈（秩为 4 的张 M ). 

证明因为 v = lv 4 l 是张量运算，引理1显然成立.引理证毕. 

定义1称张童为给定联络▽的黎曼曲率张置 • 

如果 A / W , 那么这个张量显然等于 0. 注意，如果在某个坐标中则 
此坐标对给定的联络是欧氏的.由此得到 

引理2设配置了对称仿射联络 • 如果这个联络的黎曼曲率张暈不为0 
(在某一个坐标系中），那么在 AT 中不能引进局部欧氏坐标. 

假如这样的坐标找到了，那么在此坐标中就取消了厂一因此曲率张置也化 

为 0. 


5.5.3 曲 率张置 的不变的定义 


设是 AT 上任意的光滑向量场 （/ T 具有对称的仿射联络).我们作出 
“曲率算子"/?，它使三个向董 JT ， F ， Z 与新的向量场相 对应. 把场解释为线性微分 
算子是方便的•，这种情况将表明•.我们简单地把 A ： 写为 I 

定义2 n & R ( X , Y )( Z ) = V , V Y ( Z ) - V y V ,( Z ) 一 V u . y 】（ Z ) •于是/?把 
T ， T t xT x 变换成 Tpxe/T. 

定理1映射是三重线性的，所以它给出了 4阶张量. 

证明如果考察场的线性组合（带有常系数），那么三重线性性是显然的.需 
要证明能够把光滑函数 /( 幻提到运算符号/?的外面来.要证明的是 / e ( j ， y ) • 
(义） =/./?( u ) 乙我们有 

▽X v y (yz) -v y V^c/Z) - v u . y] (yz) 
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= V v ((Vy/)Z) + V.v(/V K Z) _▽〆（▽/)/) - Vk(/V^ 2) -( V u . n /)Z- 

f^\X f Y)Z 

= (Vr V^f)Z ^ ( V/) V,-Z ^ ( V J) V Y Z ^/( V x V r Z) 

-(V K V./)Z-(V^V K Z-( ^xf)V x Z -/(V, V x 2) 

- (V LT .Ki/)Z -/( V u . n Z) -Y(Xf) -(XY-YX)f\Z 

+/I V r Z - Vy V^rZ - V [. Tt y]Zi 

= o + y » u ， y ) z , 

其中用到了还要求核 对:尺 R ( X , Y ) Z . 我们有 

R(JX 9 Y) Z - V^V Y Z -V Y ^jjZ - ▽[/r,rj 兄 

很明显， ▽/ r=/W 其次 

[JXJ] =/( JfK) - K(/T) 

^AXJ]-(Yf)X. 

由此得到 

R(JXJ)Z =/(V x V y Z) - v r (/ V Y Z) - + ^7 {Yf)X Z 

=/(v^ V K Z) -( V/) V x Z-f{Vy V X Z) -/ ▽⑽ z 
^(Yf)V x Z^f-R{XJ)Z 

这就是所要证明的.关系式 R(XJY)Z=f- /?( j，F)Z 可类似地验证.定理证毕. 

我们把曲 率张量 的不变的定义与它的坐标的定义联系起来•引进基场 d,. (作为 
微分算 子）. 这时， j = 我们得到 R(X,Y)Z . 

岣 ) dj •其次 

R( d i9 dj)Z =： V di v 9/ Z- W - V [di , dj] z, 

显然 .V ai = V if Bp/?(d i ,d ; .)Z = (V i v ； V,)Z- v [a , a . 3 z •因为 u , 4] = 0 ， 所以 

/?U，dy)Z = ( m V,)Z. 这就是所要求的， 

5-5.4 黎曼曲率张置的代数性质 

定理2对你"上任意的三个光滑场 AT,F，Z, 满足恒等式： 

( 1 ) /?( j , r ) z y ，^) z = 0 ； «; >w = 0 5 

即关于变童 U 反对称. 

(2) R(X,Y)Z ^N(Z,X)Y^ R(Y,Z)X =0 — Jacobi 恒 等式; 用坐标表 示为： 

尺 ; M + .及 Lfc = 0. 

(3) 如果联络▽是黎曼联络则有 +</ iU,yw> =o 对任何 
场 mir 成立;其中〈，> 是由度量知产生的数董积;用坐标表 示为: + 

= 0 ， 这里 

(4) 若联络▽是黎曼联络，则=〈/?(2，妒)义，10，即/^ = 

证明 （1) 是显 然的. ^ 




(2) 首先证明，对于对称的联络有 
= 事实上 


v r/ v ^ x 1 v . k-k w,x 

这是因为 rx p 广， rx i C ;广，匕 如果 x 和 y 交换，那么可得由于 
定理1，只要在场交换时，验证 Jacobi 恒等式 即可. 我们有 

▽t V K Z-v> VzZ-v u . n z +v z v r r-v r v 7 r-V[ Zt<r) y 

+ V / A " — V / Vy * ▽[ y . z ! 义 =0, 

(3) 只要证明 〈/fU，y)z，z>=0 即可.再利用 U，n =0,这时， 〈/?(X，m 
^) =<( Vv Vy^VyV x )Z f Z). 考虑函数 （Z,Z) =/，并计箅尤 (/) =X(Z 9 Z) = 

其次： 

yx { f ) =2 V v (V. r Z,Z) =2( V r U,z> +2 <V. t Z,V k Z). 

类似地，得到 


灯 (/) =2<V, V>Z,Z) +2〈 W>, 


显然 ，我 们有: 


<V r V r Z,Z) =〈▽, V K Z,Z>, 


这就是所要求的. 

(4) 考虑图 5. 25 中的八面体•它的四个面画着阴影，并在每一个顶点放上数 
积.利用已证明的关系式，容易证明,每一个阴影面顶点上的数积和等于 0. 

a (R{X t TT)Z $ W) 



b 


< R { Y t } V ) Z f X ) 


<R(XW )Y % Z) 


{R(Y t Z)X t W) 


( RiZ ^ XW . fV ) 


wz , w ) xy ) 


IS 5. 25 


现在写出恒等式 （fl + ot+c) + (a +fc +</) =0 = (a 十6+月） + {c +d ，得到 
2 a =2/3,即 〈/e(U)Z,W0 : mz ， W ) XJ ) ，这就是所要求的.定理证毕. 

定义 3 张量 /i 厂尺;， “， 即黎曼张量 ( 按一对指标）的缩并所得的张量，称为黎 
曼联络的 Ricci 张置, Ricci 张量是对称的（验证！） . 

定义 4 函数/?(幻即 Ricci 张董与度量的逆张量的缩并，称为黎曼流 

形的数最曲宰兄 
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显然，是2阶张董，而/?(4是数量函数.对许多具体问题来说，知道用 心所 
表示的黎曼张量的是有用的. 

定理3在黎曼流形上有恒等式 

O _ « J 3 g “ , A ? 垆 — ^ Sik _ ^ 8ql \ 

iy’w ^ 2 \ dx q dx k dx l dx l dx^ dx l dx i dx k ) 



g ^ njz - r ^ n ). 


证明由黎曼张量的坐标表示式,我们有 



dr ql )r qk 

dx k dx l 



o，-) 佩 

其中记号 [A，/] 表示按指标 A 和/的交替 （ 不除以2 ) ①.于是 

= 心(会 +r ，) U 儿 

其中符号*表示一对指标 （W). 圆括号内的表示式可形式地理解为对一组函数 
厂‘•共变微分 ▽* 的结果，其中的记号 * 暂不去管它.函数组厂彳不构成张量，但在每 
个给定的坐标系中也可当作具有分量厂.的张量（在另外的坐标系中这个张量将 
有某些另外的与厂)不同的分量，但对给定坐标系中的微分来讲，这种情况没有多 

大关系）. 因为心 对“张童”厂•发生指标的下降，由于〜张量是共变常董，所以在共 
变微分的符号下也是可以实现的.由此 

«=^v.(r.)[A,/] =v A (g <( rj[*,/] =v 4 (r, j[a,z], 

其中 




① 〜 0 ,/] 即表示 


定理证毕. 



Ucj] - gAnM] 





推论1 如果在黎曼流形上黎曼曲率张量在某个坐标中不为0,那坐标在 AT 
1:就不能建立局部欧氏坐标，即不能建立局部坐标，在此局部坐标下，&是常数矩 
阵（或，同样的 

证明 由引理2即可证明. 

5.5.5 黎曼曲率张置的某些应用 


定理4 在二维光滑黎曼流形上存在恒等式 

« =2尺，这里 ft 是数量曲率, A ： 是 Gauss 曲率. 

推论 2因为 R 由给定的獅完全确定，所以尺也仅 由心完 全确定，特别 ,你 2 在 
R 3 中的等长变换下（在曲面的弯曲时）&是不变的. 

这个推论非一下子就能证明的，这是由 于:在 Gauss 曲率 K 的定义中，参与了 
第二基本 形式; 在变形时 ，一 般说， 第二基本形式是不保持的. 

定理的证明 在/>的邻域中给曲面 A / 2 以图的形式 z =/ U , y )， 其中 U ， y ) 是 
7 V ( A / 2 ) 的笛卡儿坐标 • 因为7>炉 = R 2 “， y ) 是切平面，所以有 grad /( P ) =0,即 

- f /„/ J ( P ) =\，由此厂;*(戶）=0,这是因为 （ dg〆 ^) U = o ( 验 
证!）•由于的代数对称性，现在其中仅有一个实质的分量/?, 2 , 12 ，其他的分量或 
等于0,或仅与弋 2 ., 2 差一符号，或与弋 2 J 2 相等. 在坐标系 ( x ， y ) 中写出黎曼张量，由 
定理3,我们有 



= +[2(/,/ y ), ， -(/W)J 
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g = dei ( g ^). 

于是, /?= l /?, 2 . l 2 . 由此，/? = 2欠,因为仏 （ F ) =5 y .但由于/?和 A ： 都是数量，所以它 

S 

们的值不依赖于坐标的选择，因此在任何坐标系中都有定理证毕. 

例 （ U 对欧氏度鼉以+办 2 ，/?=2 A ：=0, 即曲率等于 0. 

(2〉对球面 度量以 + ( sin 2 ^) V ^ =2 A = 長，即曲率是常数，且是 正的. 

( 3 ) 对 ^ o 6 aneBCKHA 平面度量办 2 ♦ ( sh 2 ，我们有《 = 2尺=_，即曲 
率是常数，且是负的. 

(4) 对共形于欧氏的度量 AUj ) (办办 2 ),其中 AU ， y ) 是正的函数，我们 
有 R =2 K = - A , 这里的4是 Laplace 算子. 直接计算即可证明 • 

在三维的情形下黎曼张量已经较复杂了，实质分量有较大的数目（共有6 

个）：斤 12. 13 *^21 ,23 5^31,32 ；^12.12 »^13.13 ;尺23,23 ;其他的分® 或是等于0，或与上面所 

指出的相等，或差一个符号. 

可以算出，黎曼张量的实质分董的数目，对 iT 来讲，是 = 个，当 

00时, ZV 与一般的分量个数 ( n 4 ) 之比趋向于 1/12. 

在几何中，“二维方向的曲率"起很大的作用.我们考虑黎曼空间 3 T ; 设夂 
y 6 T P M \ 并设由此两个向量构成的平行四边形的面积 n ( JT ， F ) 在度釐 A 下等于 
1.对 I ， F 决定的二维方向(7,若 U 是 P 的邻域中的任意向量场，且有尤（尸）= 
X , Y ( P ) = F ， 即场在 P 点的与所选的向量 A ： 和 F 重合,称数況 ( a ) =〈《(义,10尤， 
Y ) 为 AT 在二维方向 o * 上的曲率. 

引理 3存在公式 尺 ( (7) = yV ，其中 rP 是向1 和 y 的坐标， 

并且叭 (7) 与, y 包含 JT ， y 的方式无关. 

证明我们有： 

R ( cr ) 

引理 证毕. ’ ' 

定义 s 黎曼流形 AT , 如果它按所有二维方向的曲率是正的（负的，0,常数 
等），则称 iT 为正（负，零，常等）曲率流形. 

引理 4 考察黎曼流形 W 2 , 并设 A ：( P ) 是 Gauss 曲率， /?(/>) 是数量曲率，穴(^) 
是在点的二维方向 （ x ， y ) =< j 的曲率.这时 

R { a )^ K ( P )^^ R ( P ). 

证明考察坐标 U , y )， 它的坐标线在 P 点互相 垂直; 在 r P ( M ) 中的诱导度 
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量中,数量积可以认为是欧氏的.这时 

R ( a ) - R ^ X ^ Y 1 = R ^ 2 ( X 2 X 2 Y l Y l - X 2 X l Y 2 Y l 

^ X ' X [ Y 2 Y 2 - X l X 2 YY 2 ) =« 12 ., 2 (1 2 〆 - Y 2 X ] ) 2 


• = 及12,12 •丨 = 尺 12, 12， 

这是因为妒 p =( 平行四边形 nu ， F ) 的面积).因为 

« 12 ., 2 = K ( P ) ，所以 R ( a ) = K ( P ) ，这就是所要求的.引理 证毕. 
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到现在为止，我们大体上研究了光滑流形的局部性质，即可以在流形 M 的每 
一点 P 的邻域中互相独立地确定和计算的那些 性质; 并且因此这些性质与 M 表示 
为图的并是尤关的.但在许多问题中，仅知道 Af 的局部性质是不够的. 

考察下面的问题作为例子.设 W tS 1 是圆周，在其上取角参数 p 作为其局部 
坐标. 考虑这样的问 题:求 S 1 上的光滑函数/，使它满足恒等式 

$=《(史)， （6.1) 

其中 g 是& 上的光滑 函数. 如果在具有 坐标％ 的点 P 的小邻域中来解这个问题， 
那么 g 的任何原函数却将是它的解.但总体来说，在 S 1 上的解却 
不是经常存在的.事实上，任何 S 1 上的光滑函数能与一个实变量的以 27 T 为周期的 
周期函数相一致.如果/(史）=/ g ( p ) 如，并且函数/是周期函数，那么函数/就是 


我们问题 的解. 函数客的所有的原函数表示为定积分/(史）= [ g (< p ) d<p ♦ C . 因 

0 

此，函数/的周期性的条件可写为/=0,或写为 


g (< p ) d(p - 0. (6. 2) 

例如，若 〆 史）*1，则 g (< p ) d<p =2*71^0. 因此•在君 （ p ) si 的条件下，问题 

(6.】）在夕上没有解.条件 (6. 2) 是对问题 （6. 1) 存在解的必要和充分条件.从考 
察的问题看出，解的存在实际上是依赖于流形的整体结构.在本章中就是研究流形 
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的这样的性质，由这些性质决定了在整个流形上的任何一个函数和映射的状况. 


6.1 外微分形式的演算上同调 

6.1.1 外微分形式的微分 


对于外微分形式，微分的演算比任何张量场的微分演算略微简单些.如果在流 
形上建立了某个联络，那么反对称张量场的共变梯度一般不是反对称张量场.因 
此，很自然地把外微分形式的梯度定义为共变梯度与按张量场的所有指标交错的 
介成.同时，若联络是对称的，则在外微分形式梯度的公式中一般不含 Christoffel 符 
V !,即外微分形式梯度的定义不依赖于流形上对称联络的选择. 

定义1外微分形式如，若在局部坐标系中其分量为 



( 6 . 3 ) 


时，则称如 为外微分形式 0) 的梯度. 

定理 1外微分形式的梯度满足下列 条件： 

( 1 ) d((o } Aoj 2 ) - dcoy /W 2 + ( - 1 /\da } 2 ; (2) d(dw) =0. 

证明 设 U 1 ， 是局部坐标系，叫，叫分别为 P 阶和？阶的两个外微分 
形式•任何微分形式0的分景仅当它的指标组 （ i ,， …、）中两两指标取不同时，不 
等于 0. 这就是说，为确定形式 w 的分 M ， 只要考虑其指标组中的指标两两不同，并 
FL 按增加的顺序排列的分量就可以了.这样的指标组对应于子集 / c [ i ， n ] ，这是1 
到 n 的所有整数中的一段 . O ) 的相应的分量将表示为0>,.在这样的表示下，乘积的 
形式和微分形式的微分采取较简单的 形式： 


(W, Aci>2 ) X = X ( — 1 ) 1<7(/ ，； >1 0>| ,6)2,; 〈 6.4) 

IUJ-K 

(必 X (6.5) 

10 VJ^K dx 

这里的求和是按照将 K 分为所有的子集 IUJ = K 进行，其中/和 • /相应地由 P 和// 
个元索组成，而 ( 7 (/ J ) 是这样的置换，其前面/>个位置的集合/中保持其顺序.在 
第二个公式中，所有符号的意义是类似的，其不同为集合/由一个指标 i 组成.应 
用公式 (6, 5) 于 (6. 4)， 得到： 


( du ,/ w 2 〉） A = X ( - 1)_ 心 r ， 2 .》 . 

K^IUjU\i\ SX 

在最后的和式中,求和是对集合 A 为三个不相交子集 “I ,/，/的所有可能的分法 
进行的，而7“,/，乃是置换，它便丨在第一个位置，其次是集合/和人其中的指标 
各在/和 J 中保持顺序.于是 




i 
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mu , a 〜）） k = X (一 〜賴令… 

IK Ul\JJ O x 


+ I ㈠ 广 

A^jifu/uy 


z 

- dx 1 


=(diOy A ) /c + ( ~ 1 ) (<^\ A cUo 2 ) K . 

性质 (2) 只要对基形式（任何形式可按基形式进行分解）作出证明即可.不失一般 
性，可以认为，在局部坐标系“ 、… 〆 ）中，形式6> 为:0>=/(/，… 〆 ）办 1 八…八 
dx k . 我们指出，如果性质 (2) 对 形式糾 和似 2 满足，那么它对 外积叫 Aco z 也是正确 
的.事实上， 

dd (( o } Ao >2) = d ( da )、 八 tt > 2 + ( - 1 /\ dw 2 ) 



Ao> 2 + ( -1)^'^, A(iu 2 + ( -\ 々、 dw'/\dw 


2 


+ ( - l ) 2 — 叫 八 ^ OV 

首先，按假定第一项及最后一项等于0,而中间是两个带有相反符号的同样项.于 
是，性质 （2) 只要对任何函数/和对形式办 4 给予证明即可.在后一种情形， 
dd(dx k ) =0, 因为/ 也是流形上的某个函数，于是我们只要证明 dd(f) ^0即可. 

我们有（命)从而 

dx 


d ( df) b 


ML d( ^ d ^i s 2 f d 2 / : 


dx 1 


dx 1 W dx!dx 


= 0 . 


定理证毕. 

注意定理 1 的条件 (2) 是以多元函数的极好的性质，混合偏导数与微分次 
序的无关性为根据的.在某种意义下，性质 (2) 是这个性质在函数组（构成反对称 
张景的分量)情况下的极大的推广. 

例1在局部坐标系中，一切外微分形式按定义有和的 形式： 

(O = H a> Ir ..i dx il A A dx l \ 

*| <- <i p ’ 


因此，根据定理 1 ，形式 W 的梯度按公式 


dw- V A%.—) Adi” A …/\也 


算出.其次，光滑函数的梯度分在局部坐标系中的分董为于是， rf / 


《 dx 、 因此，如 
式 (6. 3) 是等价的. 


^ 3( t )^ 

c ••• < ip i s t dx 


.很明显，后面的公式与公 


考察 问題: 寻找微分形式山,使它满足恒等式 


cUo - O , (6.6) 

其中/2是给定的微分形式.在每一个局部坐标系中，方程 (6.6) 化为偏导数的微分 



方程组 
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“I 


I (-1 广 


dx ^ 



叫 JUI 


根据定理1的条件 (2) ，当且仅当奶= 0时方程 (6. 6) 的解存在.事实上，应用运算 
d 于方程 (6.6) 的左边和右边部分，得到 = (如 ）=0. 特別，当 d e & «= l 时，问 
题归结为求流形 W 上的光滑函数/，使它的梯度等于给定的形式 U 在局部坐标系 


u 、 …中，形式/2= z a 厶 1 ,方程 (6.6) 等价于方程组 




dx 


7 = A , 【 = 1 ， … ，汀 . 


如果方程组 (6. 7 ) 的解存在，那么，再对变量 V 微分 (6. 7 >，得到 
因为光滑函数/的混合偏导数与求微分的次序无关，所以 



(6.7) 


sa 


dx dx 1 dxf 


- - = - S 

dx 1 dx 1 


^ ij^n 


( 6 . 8 ) 


条件 (6.8) 在无坐标的表示中等价于条件奶 = 0. 我们指出，条件 （6. 8) 对方程 
(6. 7) 在流形 M 上点 P 的充分小的邻域中有解是充分的.为此，我们从解方程组 


(6.7) 的一个方程开始，例如，从开始.有 


/«•••〆）=!*, fi x (x l ，龙 2 ,…〆) d * 1 + 妒 2 (* 2 ,…〆 ） • 


(6.9) 


0 


其中％ ( x ‘ ，…， V )是变量( X 2 ,…， /) 的任意的光滑函数.把 （6. 9) 的右边部分代 
人方程组 (6. 7) 的第二个方程 


5 


箩 uv，"./) 心+箸(心..〆) 


顾及到方程 (6. 8), 我们得到 
n ( ^ ... V "、 - r ^ h . 


/ 2 z(V ， …〆 ） = 厂 3 ( V 9 x 2 9 — ,x n )dx l ♦ 舍 ( 《 2 ,…〆) 

dx dx 


0 


扣2 


- A (心 2 ,… ，尔 /， … 〆 ） ’ 


即 


知2 


dx 


( 戈 2 ，" •，: o =/^( 4 乂 …， /)• 


( 6 , 10 ) 


方程(& 10) 的一般解为 


妒 2(: 2 ,…〆 ） 



2 


fi 1 (xl ， x 2 ^- J x n )dx z + 史 3 (* 3 ，…， /)• 


( 6 . 11 
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卷 (X 3 ，…， x n ) =f2^(x' 0 ,xl y x\ — y x n ). 

继续进行这个过程，我们得到函数序列…, V )，它由递推公式 

(pi(x k ， •••〆 ）二 f2 k (x' 。， … ， ,x k y x n )dx k +^ 441 (^ + , ， … ， x M ) • 

J *o 

队4=常数， 

^*0 

所定义•最后的公式给出了方程组 （6. 7) 的任意解，它依赖于一个参数 a + ,= 常 
数.其实,方程组 (6. 7) 的解的非唯一性可由外微分形式的一般的代数性质得到. 
事实上，如果乂和/ 2 是方程组 （6. 7) 的两个解,那么也=/2，# 2 =/2,即 A /, -/ 2 ) 
=/2 - /2 = 0•函数 fc -/ 2 的梯度具有在流形 A / 上恒等于0的 性质. 亍是， A 是局 
部常数函数.若 A / 是连通的流形，则此时 fc 是常数函数.因此, 方程组 (6. 7) 的任何 
两个解相差一个常数，而方程组 (6. 7) 的所有解的集合或是空集，或是流形 A / 上的 
所有光汫函教空间中的一维流形， 

转到解方程组 (6. 6) 的一般情形，可作出下面的 结论： 

( a ) 方程组(6.6)存在解的必要条件是奶= 0; 

( b ) 如果是方程组 (6. 6) 的解，那么所有具有形如 o >+( ia / 的形式也是方程 
组 (6.6) 的解. 


6.1.2 光滑 流形的 上同调 {de Ram 上同调 } 

方程组 (6. 6) 解的性质用所谓 de Ram 上同调理论的术语来叙述是方便的. 
定义2光滑流形 A / 上的外微分形式似,若如=0,则称仿为 闭的. 若它可表 









6.1 外微分形式的演算上同调 


197 


示为0>=如'，则 称⑵是 怡当的 .A •阶闭形式空间对恰当形式子空间的商空间称为 
流形 A/ 的 A 维 上同调 （de Ram) 群 ，并表示为 H k (M), 

所有恰当的形式因为如 =dd(oj) =0,所以是闭的.因此所有恰 
当形式的空间是闭形式空间的子空间•上同调群#(从)是向量空间 （一般 说是无 
限维的）.用上同调群的术语可叙述解方程 （6. 6) 的问题 如下： 设是闭的 A 阶外 
微分形式•用 [o>] 表示上同调群 W 4 ( M) 的元素， [0] 等于形式似关于恰当形式子空 
间的旁集.那么有下面的定理. 

定理 2考察方程 

d<o = /2, degrt = A: + I . (6, 12) 

(a) 方程 (6. 12) 当且仅当形式 /i 是闭的时有解，而上同调类[/3] 

等于 0. 

(b) 方程 (6. 12) 的任何两个解如和 o/ 相差一个闭形式，即 Aw-o/) =0.方 
程的所有解的集合是形式似 失于所有 k 阶闭形式子空间的旁集. 

(c) 所有（阶闭形式的空间同构于 A 阶恰当形式的空间与上同调群的 
直和_ 

证明 若&是方程 (6. 12) 的解，则是恰当形式，就是说，按定义[/2] =0 .反 
之，若 [72] =0,则是恰当形式，即对某个形式仿，/2 =如，如就是方程 (6. 12) 的 
解. 设如和 V是方程（6_ 12) 的两个解，那么， dU-a/) = dio - 
4/=/2-/2 = 0,也就是说, co-V 是闭 形式. 因此，方程 （6. 〖2)的所有的解 o/ 可用 

⑴ 加上某个闭形式而得到•用仏（对）表示流形财 上的所有 k 阶外微分形式的线性 
空间. 这时，梯度 cf 是线性映射 

d-M k (M) 一 KM)， (6. 13) 

它是々阶形式的空间到 （A + 1) 阶形式空间的映射 .A 阶闭形式的空间与映射 
(6. 13) 的核 Ken/C A (狀) 重合.类似地，梯度 d 把空间仏_,(你)映射到仏（对） 

(6. 14) 

这时 乂阶恰 当形式的空间与映射 (6. 14) 的像 重合: = CKen/C 

A(W). 因此， A 维的上同调群与商空间 Kerd/lmd 重合. 在此空间的符号 
中，我们用同一个字母 d 表示两个不同的映射 (6. 13) 和 (6. 14). 但这不会引起混 
乱，因为我们考察的是 A 阶形式的空间仏 （Af) 的子 空间. 在线性空间 Kerd 中，我 
们考察的是关于子空间 Imd CKerrf 的代数的余子空间于是，空间 Keni 分解为 
它的两个子空间的直和 Kerd = Imd ㊉ ff. 

我们指出，空间#同构于上同调群/ /*( 你). 事实上，设史://'—尔（爬）是将闭 
形式与它的旁集[似]相对应的映射•若史 U) =0,则 [o>] =0,即 
是恰当形式.这就是说， ekrui. 因为子空间 Iouf 与 //' 仅相交于零元素，所以似= 

0 - 因此，映射史是 单射. 这时3是某个形式以 e Kerd 关于子空间 hruf 的旁集， 

^ = 因为空间 Kerd 分解为其子空间 Imd 和 /T 的直和，所以形式 w 也分解为 
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和 o > = + ， dfiGlmd ，( o ’ g H \ 这时 ，: r = [似] = [ o )'] = 因此，史 是满同 

态.于是，证明了史是同构，定理证毕. 

例2考察作为流形的实数开区间从 = (a，A). 算出它的上同调群.因为流形 
你是1维的，所以仅仅0和丨阶的形式空间不等于 0. 首先考察0阶的形式空间 
A(A/). 任何0阶形式都是区间 （ fl J) 上的光滑函数，它的梯度#具有形式分= 

£(x) 办，其中; r 是区间 （a，6) 上的笛_儿坐标.因此，0阶闭形式的空间，即 Keni ， 

由所有满足 £( x ) h 0 的函数组成，即 Kerd 由常数函数组成.于是空间 Kerd 同构 

于一维空间 R 1 , 空间从 （M) 中的恰当形式是没有的.因此， （A/) ^Kerd = R l .m 
在考察1阶形式的空间 ( M). 因为1维空间上的所有的2阶形式都等于0,所以 
Ken/ 与空间 /2,(W) 重合.现在来计算 I m d. 设如 e 12, (Af) 是任意的1阶微分 形式. 

在局部坐标系中具有形式 <o - g ( x ) dx . 因此， 若办* =似，则1(；0心^(^(文)办，即 

f 于是函数/可以用等式 

f(x) = £ g(x)dx y x^(a,b) f a<c<b (6. 15) 

来确定.这样，所有形式可表示为适当的函数/的微分 co =# 这就是 

= Kerd. 这时，定义为商空间 KeM/Irmf 的一维上同调群/ Z 1 (A/〉 等 
于 0:V(W) =0. 对其他的维数上同调群// 4 (你）等于0,因为在一维流形 W 
上的 * 阶 (A 多 2) 形式空间已等于0 了 •答案 = R',^(W) =0»l. 

例3设是一维圆周.与例1 一样算出零维上同调群/ /7S 1 ) =R\ 和 
群 // k ( S ”：0， k 彡 2. 只要计箅一维上同调群 //US 1 ) 即可. 由于 S 1 是一维的，核 
Ker^ 与 A (f ) 重合.设史是圆周 S 1 的局部角参数.对某个形式 w = g (< p )< UpM 方 
程 df ^ to . 函数 /(W 对参数少应是周期为 2 tt 的周期函数.利用公式 （6. , 我们 
得到 

/( 史 ） = r 尽(#)如和 r 客(少)如 =0. 

于是，不是所有的形式 o>e/2, (SM 都在梯度的像 hnd 中，而仅仅满足条件 
[\ (( f)dip =0时才是梯度的像.我们指出，形式的空间 /^(S 1 ) 分解为它自己的子 
空间的直和 /^(S 1 ) =Imd ㊉ 而且第二个被加项由常系数的形式=常数 
组成.事实上，设0；=《以)如是任意的形式，如那么，形式似'= 

g '{< p ) d^p = { g {( p ) - C )^ p , 因为 f 发'（^5)如=0，形式0'也在111^中.另一方面，任 
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何形式如，是常系数 g (< p ) = C * =常数，时，由于 f ai/? =27rr#0 而 

不在 Imd 中•这时商群 H ] ( 5 1 ) = Kexd/Xmd = /2 t ( S' )/lmd = R 1 . 答案: //"(S 1 )= 
H 、（ S 、) =RW) =0，* 彡 2- 

6.1.3 上同调群的拓扑性质 

流形的每一个光滑映射在相反的方向上诱导出外微分形式的 映射： 

r ： n k ( M 2 )^ n k ( M { ). 

定义 3 设/:札-^/ 2 是流形的光滑映射,0^/2 4 (鸩）是流形塢上的&阶外 
微分形式.由 公式尸 (<w)(^i ，… ，厶) =o>(d/d) ，“ •，分 (f)) 名 ，•• •，心 e T P { M } ) 
给出的流形軋上的外微分形式称为形式 w 的逆像厂（0>>.其中7>(财,）是流形财, 
在 P 点的切空间，而 W,)，" •，趴 6) ，…，仏在映射/的微分下 

的像. 

这样定义的微分形式空间的映射尸 ： a (w 2 ) ( a /,), 很明显，是线性空间 

的线性映射. 

引理 1若在局部坐标系中，映射/用函数组 y =/ 4 V , …， /) 表示,而形式 

(o = [%•、(：/，…，/^办”八… A dy k , 

那么 

尸 (co) = (/’(/，•••，/)，…, / m ( V ， …， /)) . O 1 , …， OA … / W /**(/,•••, /)• 

(6. 16) 

关系式 (6. 16) 是所谓函数微分的不变性性质的推广，函数微分的不变性是说 
函数 y =/U) 的微分的形式 dy = f ( x ) dx 与“变量 文是自 变量或是其他变量的函 

OX 

数”是无 关的. 引理的证明基于定义的直接验证. 

定理 3微分形式的逆像满足下列关 系式： 

( a ) 若/: 軋—乂和客:嶋—财 3 ,则 (W =/ V ； 

(fa) 映射 r 与算子 d 可交换，即尸心犷; 

(C) 映射尸，它把核 Kenf 映射为核 Kenf, 而把上同调类映射为上同 调类： 

定理的证明是在任意局部坐标系中验证关系式为基础，留给读者作为 练习. 
定理3在许多关系式中是有用的 • 例如，如果两个流 形虼和 M 2 是微分同胚 
的,那么它们的上同调群 同构. 事实上，若/:财,— 3f, 是恒等的微分同胚，则同态 

/• 也是恒等的同构.因此，若 f 岣 —A/ 2 是任意的微分同胚，则 

取逆微分同胚••似得到两个可能的合 成#: ，而且二 

者都是恒等的微分同胚= \，帕 = 1〜于是，应用定理3,得到= 
U w ，屮，即同态，和， 互逆. 于是， 〆（，也同样）是上同调群的 
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同构 • 

实际上，由流形的光滑映射/:圪诱导出来的上同调的同态尸 ： H k ( M 2 ) 
—#(牝），具有更强的性质. 

定义 4 设夂 K 是任意拓扑空间，/是实数的单位线段，连续映射 /:, Yx/—y 
称为映射 / Q =/| 和映射/,=/| vx ⑴之间 的同伦 .如果义八是光滑流形，而/是 
光滑映射，则/称为 光滑同伦. 同时，称映射 / D 和/,是 同伦的映射. 

定理 4 同伦的光滑映射圪一 > A / 2 诱导出相同的上同调群的同态{= 

证明 我们作出外微分形式空间的这样的线性映射 A A (圪）牝）， 
使它对任何形式 < o ^ n k ( M 2 ) 满足恒等式 

(/； ^( dD ± Dd )( o )). (6. 17) 

事实上，若 ⑴是 闭形式，它代表上同调类 [ w ] ^//^塢^则形式/以…和/^…也 
是闭形式且它代表的上同调类为< ([似])和介（[如 ]). 由于 （6. 17)，形式差 
/; U ) - f : ( w ) 等千 （dD ± Dd、W 二 d ( Dw ) ± D ( dw ) : W Z > o >) ，这是因为如=0•因 
为形式 / J ( oi ) 和 /「（ oO 在关于恰当形式子空间的一个旁集中，即它代表上同调的 

—个类[./：〔 U ) ] = L/T U ) ]• 于是/ 0 % ( [0>] ) =/r ([ C 0]) ，这就是所要证明的. 

这样，剩下的就是作出满足恒等式 （6. 17) 的映射 D . 由于映射/。和/,是同伦 
的，所以存在光滑映射 LA /, X /—仏，使 F ( P ，0) = f 0 ( P ), F ( PJ )= f ] ( P ). 

如果在任何形如…，仏_,，3的向量组上 A 阶形式/2 = 0,则我们说 A 阶形 
式在流形 M , x /上不依赖于 

引理 2流形 虼 x / 上的所有 A 阶外微分形式/2可唯一地写成 

/2 = /2, +從八出， (6. 18) 

ffii 且，形式/2,瓜与 A 无关 • 

证明 引理2的证明在流形 .!/, 的每一个图[/。中进行即可.此时，/2,可用形 
如/( V , … 〆 ,0办 11 八…八心 4 的被加项的和式表示，而 A 可用形如/(/，••• 〆〆 ）• 
rir ” A …/ /\ dt 的被加项的和式表示.容易验证，所指出的由两种被加项所组 
成的展开式与局部坐标系的选择无关. 

假设 

z>(w) = 

其中 = f + AA 也是按公式 (6. 18) 的分解.若在岣 X/ 上的形式/2 

不依赖于 a ，则它的梯度奶也按公式 ( 6,18 > 分解为和奶= d x n Mt ♦ a 也这 
里办表示流形 A /, 上形式的梯度.现在我们证明公式 （6. 17). (6. 17) 的左边 
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部分可用下面的方法 得到. 首先算出形式 /2 = r U ), 然后在嵌人 X/ 
和心： A /,-3/, x / 下取它在子流形 札 x |0 1 和 A /, x 丨 i | 上的限制.为此,在形式/2 
中必须置 （=0 或1和洫 =0. 准确地表示，就是 

/；(«) =/2,.i/,(0),/ ； (a>) =〜•⑴ • (6. 19) 

为算出 （6. 17) 的右边部分,我们依次计算 ZW ( oi ) 和必 U ) •有 

F，(M ^ dF m (( o ) ^ d ( O l + AAA ) 

nf t (0 + (t) Adi + d x fi2， Mi f\dt. 


所以 


另一方面， 


Dd(cj) = ^ ^(0 +<A.w,(0 

（1 ) - M , M | (0 ) +( L ^2 ,Ml “) dt . (6. 20 ) 

dD(u)) j[ A .〜 ⑴也 (6. 21) 


比较 （ 6. 19) 和 （ 6. 20 〉， （ 6. 21) •得到 /• (a>) -/; U) =： (Dd-dD)(<o) ，这就是所 
要求证明的.引理证毕. 

推论若 M = R n 是 n 维欧氏空间，则/ /°(M) =^,7^(^) =0,A^1. 

证明若《=0,即 Af 由一点组成，则推论显然成立，因为一个点的流形没有非 
平凡的阶数大于0的形式 .0 阶形式，即 W 上的函数，它就是实数.因此，仏 （A/) = 
R 1 , 梯度的核与 A (对）重合，而梯度的像等于 0. 于是， W°(M> = Kerrf/lmd 
= fl(M)/0 =0>(M) =R l . 现在设 n >0, A / 0 = R° 是一点的流形.考察两个 映射: 
ip：M^MMMo) =0 = W U . 那么，映射 p 把流形 A/。 的唯 

一的点映到零向量，而映射☆把整个欧氏空间从 =R " 映为的唯一的点.考虑 
两个可能的合成 ，帅:札 —Af。, 蝉: Af . 合成#显然是一点流形的恒等映 
射.合成_把整个欧氏空间 M 映到零向量.我们指出，映 射味与 欧氏空间的恒 
等映射 同伦. 为此，作出同伦的 显式： Fjx/—A/，f(jr,0 ^ tx lX sM = R\te 
[0,1] =/. 在 £ = 1 时，得到恒等映射 y；U) =^ =厂(1：，1) ; 在^0时，得到合成 
_(x) =0 = fXx，0). 根据定理4,映射#与恒等映射诱导出同一个上同调群的 
同态. 这样，同态(抑 ）• •• 化 （ M 0 ) ―妒 （ M 。），（ #) • •• 化 （AO —// k (M) 是群的恒等 

同构. 因为 (蝉 r n (柳 y =# v ，所以同态，和少互逆的群同构. 
因此，欧氏空间的上同调群 y(R\) 是和一点的空间一样的 71 卩 H°(R n ) =R\ 
H k (R n ) =0,彡1.推论证毕. 

上面作出的推论有如下的简述，这就是周知的 Poincare 引理. 

定理 5(Poi nca ^ 引理）流形觯上的任何闭形式/2,在每一点 PeA/ 的足够小 
的邻域中是恰当的，即= 
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6.2 外形式的积分 


6.2.1 微分形式在流形上的积分 


考察光滑流形 W 上的任意子集兄如果对任何图纥，和坐标同胚— 

VaCR :， 集合仏 ( A ' nW ) CR ^ 在欧氏空间『中具有零测度，那么我们说集合 
具有 零测度 M U ) =0. 零测度集合的定义确实也与图册的选取无关.为此，只 
要证 明:若 1/ 2 是区域 V,CR n 到区域 V 2 CR n 的光滑的同胚，则任何零测度 
集合 XCK , 的像 yu ) 是零测度集合.流形上的零测度集合满足标准的性质，这些 
性质对欧氏空间来讲是正 确的： 


(a) /x( U ^ X^(^) =0, 

( b ) 光滑的 （n - 1) 维流形 y 在光滑的映射财下的像 /( >0具有零测度. 
现在对 n 维定向流形 A / 上的 n 阶外微分形式0^，在 o > 具有紧致的支集的情况 

下，我们来定义形式 a ； 的积分.设形式0的支集全部在某个具有坐标«，“•，<) 

的图％中，那么形式以在图中具有形式 入 （.<"”,<)办1/\〜/\厶〗.我 
们设 

) dx' a … dx :. (6. 22) 

公式 (6. 22>的右边部分存在并且不依赖于保持定向的局部坐标系(乂，…， .<) 的 
选择.为此应该应用多重积分的变量变换公式并考虑到变量变换的 Jacobi 行列式 
是正的即可. 

一般情况下，形式 w 在任意紧致支集上的积分由下面的方式给出. 

定义1设对是 n 维有边界的光滑定向流形， o > 是具有紧致支集的 n 阶外微 
分形式，1 是附属于图册 { % | 的单位分解.则 




定义丨是有效的.即它不依赖于单位分解的选择.有效性的证明作为练习留给 
读者. 


命 «1 




+ A 2 4W 2 〉 



( b ) 如果 A /' 的定向与 M 的定向相反，则 





证明性质 ( a ) 是显然的. 
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对性质 ( b ) 的证明，我们指出，流形 A / 的相反的定向可以这样给 出：不 改变图 
册，而仅改变图册中每一个图％中第一个坐标的符号.于是，容易确认形式积分 
的定义中所有的被加项也都改变符号.命题证毕. 

泰 

6.2.2 Stokes 公式 

下面的定理提供一个公式，它概括了数学分析中的许多积分公式. 

定理1设 M 是有边界抑 f 的/1维定向流形是 （《 - 1 ) 阶的具有紧致支集 
的外微分形式.则 

(- 1 )"/ 户 = L w - (623) 

公式 (6. 23) 称为 Stokes 公式的一般形式.在证明定理1以前，我们考察这个公式 
的几种特殊的情形. 

例1考察在平面 R 1 中无重点的光滑闭曲线厂它是 R 2 中一个开区域 K 的 
边界.在曲线厂上引进参数 G 它给出了环绕@方向，于是也 
给#了厂作为一维流形的定向.这样 2 闭包 V 就是具有边 
界斤=厂的定向的二维 流形. 若区域 P 的定向由线性学标 
系 （/ ,/ ) 给出，并且环绕曲线厂 f 参数 f 增加，区域 P 在 
左边，就说 边界厂 的定向与区域 f 内的定向一致（参看图 
6. 0•设 o ; 是平面 R 2 上任意的一阶形式.在坐标 ( V ,* 2 )中 
形式以 有形式 cw = P ( V ，戈 2 )^ 1 +以太 1 ，/)办 2 , 则形式 w 图 6.1 

按曲线厂积分与第二类积分 一致： 

= \ r pdx ' = f^P(x(t),x 2 (t)) Q{x\t) ,x\t)) 誓 jdt. 

按照公式 (6. 23)， 我们有 

j 厂 o) : - A dx 1 + dQ A dx ) 

= 1(5-5K = 1(0'5)^- (6>24) 

于是，我们得到了周知的平面上的 Green 公式： 

卜 n 篕卜 

例2类似地，设厂是三维空间 R 3 中无重点的光滑闭曲线，它界定了某个二 
维曲面 K 按照公式 (6. 23) 则可得到经典的 Stokes 公式.为此，我们考察三维空间 
R 3 中的一阶形式0> 

㊉ ： P(x l y x 2 9 x 3 )dx' + Q(x\x\x l )dx 2 ^ R(x l ,x\x 3 )dx\ 

则曲线厂上的第二类积分可解释为形式 w 的积分 
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lr W = ((WW) ^ + 抑 W ) 含 + W ， *V ) 督卜 

根据公式 (6. 23), 我们 f : jrco : j y dw ； 
dw : dP dx l + dQ A dx 2 + dR A dx 

= (5'5K A ^ + (5'0K A<fe3+ (5~5K A ^- 

于是，曲线 r 上的积分通过曲面 v 的第二类积分表示 出来： 
f { Pdx 1 ^ Qdx 1 +孤 3 ) 

= {((0- 5)以办 2 +(5 _ 0卜 2 办 3+ ( 5 _ 5) 也 w }- 

例3还有一个公式， Gauss-OcTporpaAc_ 公式，是公式 （6. 23 ) 的特殊情形 • 
设 r 是 R 3 中的闭曲面，界定了区域 k 设 co 是二阶外微分 形式. 在坐标 
中， w 为 

(o = Pdx 1 A dx 2 + Qdx 2 A dx 2 + Rdx 3 A <£r 1 . 

那么，曲面 r 上的第二类积分可解释为形式的积分.利用公式 (6. 23 ) ，得到 



dw -dP f\dx x /\dx 2 ^dQ /\ dx 2 A dx 2 + dR /\ dx 3 f\ dx 1 

= ( 5 + 0 + 5K a ^ a ^ 5 - 

因此， 

I (Pdx l dx 2 + Qdx 2 dx 3 + Rdx 3 djc 1 ) 

=_ |(5 + 5 + 5卜* 2 厶 3 . 

我们得到带有相反符号的 Gauss - OcTporpamcKM * 公式. 由于在经典的 Gauss - 
OcTporpa ^ cKHW 公式中，曲面 r 的定向是由曲面 r 的切空间中一对向量 （ e , j 2 ) 的 
选取使第三个向量 e 3 指向区域 V 的外部，所以取负号. 

例 4 最后，也可把 Newton-Leibniz 公式 ffir =/(6) - /(a) 看作公式 (6. 23 ) 
的特殊 情形. Newton-Leibniz 公式的左边部分可表示为形式 df ^ fdx 在实数线段 

dx 

上的积分，而 [ a ，6] 是一维有边界的定向流形.线段 [ fl , 6] 的边界是两点集 
U ，6! ，我们把它看作是0维的流形.但对0维的流形我们没有定义其定向的概 
念，因为它没有切向置.因此可用下面的方法进行.若一维流形从的境界点指向 A / 
内的方向的向量给出了 M 原来的定向，则认为此境界点有正的 定向; 相反，若指向 
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A / 内的方向的向量给出了流形对的相反的定向，则认为此境界点有负的定向•流 
形上的零阶形式自然是函数.因此，函数在零维流形上的积分将看作在各点上函数 
值的和，其符号等于点在流形上的定向.在现在的情况下， Newtcm - Leibniz 公式的右 
边部分将解释为函数/在由两点组成的境界 U ， M 上的积分.同时，点 a 有正的定 


向，而点6有负的定向•因此 ，/ /=/ U ) _/(6).公式 （6. 23) 同样具有 形式: 

9[ o f 61 

J 定理1的证明 公式 (6. 23) 的左边和右边关于形式是线性的，因此在形式 
⑴分解为和0=叫…+0^时，公式 (6. 23) 的证明只要对形式 a > 的支集是紧 
致的且在一个图中时的情形证明 即可. 此外，只 要对如 取形式 

0) =/(x { , … ，戈 " ）办 | hdx 1 … A dx k x / \dx “、 A A dx n 

时证明公式 (6. 23) 即可，其中/是定义在 R rt + 中具有紧致支集的函数.这时，如= 
(-I A …八 心' 我们考察两种情形•设灸< t 此时形式以限制在边界 

dx 


K ' l CR \ 因为也 1 =0而等于 0. 因此， 


0 .另一方面 ， I da ， 


K ' 1 


I … f (- ”卜 , 

K X 

们得到 


dx \ 化为重积分后，首先按变董 x 4 , 然后按其他的变量，我 




dw = J*-*J dx ] •••dx ir ~ } dx k ^ 1 tmm dx n j 


由于下面的明显的关系式••厂 ^ dx k ^/( x \- 9 x n ) 里面的积分为 o _ 因此 

J - at O 方 — oq 


da ) =0. 现在设 A : = n . 这时 fii = f ( x ] ，…， x n ) dx ' A … A W 1 • 


da) = ( - 1 ) n ( 太 1 ， … 、 x n 、 dx' … A dx n i A dx n 

dx n 


我们有 


J co ^ j ^•• j ^( x i ，•••， x n - l ，0) dx i dx 2 … dx n l ; 


J dw - / … / ( - 1 ) n ~ l -^dx l •••dx n ~ l dx 

广 R: 


j"'J … dx 


1) 


-I 至 


dx 


:: 
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= dx [ — dx ~'[( -”…/(龙 1 ，…，龙。：":： ） 



因此，/ co = ( -】）"/如•这样，为完成证明，把形式⑴分解为如=叫 +… +W 

R r' «: 

使得每一个被加项的支集在流形你的一个图之中.考察图册 \ u a \, 和附属于 I % i 
的单位分解 l < p a l . 这时 1 安 h 讼： S^ 0 (i>,8upp^ 0 a> Ct / tt . 定理 证毕. 


6-3 映射度及其应用 

本节中我们叙述映射的一个重要的几何不变量——映射度. 

6.3.1 映射度 

定义1 设/ 是紧致、连通、定向闭流形上的光滑映射， dimM, = 

d \ mM 2 f PeM 2 是正则点.对 <?e/ M (P) ，若映射/在点 (？ 的 Jacobi 行列式是正的, 
则令^((?) = +1，若此行列式是负的，则令 dP) = - 1 . 称数 

X (6.25) 

为映射 /( 关于正则点 P) 的映射度. 

定义1是假设至少存在一个正则点为前提的.为此，我们应用分析中在 Sard 
定理名下的巳知的定理. 

定理 1设是紧致流形的光滑映射,则映射/的正则点<? € 塢的集 
合 G 是处处稠密的开集. 

为判明定义〗的有效性,我们简明陈述下面的论断. 

定理2 公式 (6. 25) 与下列的选取 无关： 

(a) 正则点尸6杯 2 的 选取； 

(b) / 在光滑同伦映射类中的选取. 

证明 U) 可归结为 （b). 事实上，若 P 和 F 是两个正则点，则存在连续的微 
分同胚簇❸:乂―你 2 ，使％是恒等映射 ，而心 （/>') = A 这时，映射/和％。/同 
伦，并且点户是它们的正则点.另一方面， deg〆 化。/) =deg^(/). 于是设 F ： M X x/ 
—%是光滑映射，点心均是/^厂丨^刪和/ =FU lXlll> 的正则点.这时，对 
映射，来说，在境界 d(M, x/) =(A/, x |0|)U (牦 x 丨1丨）的所有点中，点尸是正 
则点 • 

根据 Sard 定理，对映射 F， 正则点 P ’ 处在离 P 点任意近的位置上.这时，对映 


射 A 和 /, 来说点广也是正则点 • 因为可以选择点严离点 / M 壬意近，所以对每一个 

原像(尸），存在唯一的靠近它的原像 f ，而且有 e ( Q ) 

这就是说, deg P / Q = deg p ./ 0 . 类似地，我们可得 deg P /, = degp ./,. 再用 P 表示点 P ，得 

到原像 F ~\ p ) 是具有边界的一维光滑流形，而且边界在 a (牝 X /) 中.一 
维紧致流形总是其连通分支的并——圆周和线段的并（参看图 6. 2). 因此，流形 
f — Up ) 也可分解为线段人和圆周 S , 1 的不连通和： 

r ，、（ P ) = U/.UC U 5；). 每一条线段 A 有两个境界点〜 和‘ 所有点 a k 

和 6* 的集合构成原像/。 （ W 和广（尸）的 
并. 

如果点对 U 4 ,6 4 ) 在边界 x /) 的一个分支 
中，那么= - d \)， 而若在不同的分支中，则 
有心) = WM . 这样，原像/。（尸）和/, _1 (尸）中的 
所有的点可划分为点对，而且如果一对点在境界 
x /) 的一个分支中，那么在和式 （6, 25) 中它给 
出的贡献为 0. 而如果一对点在境界 d ( A /, x /) 的不同的分支中，那么它在和式 
(6. 25) 中给出的贡献对 deg ,/ 0 和对 deg ,/, 则是相同的.定理证毕. 

6.3.2 代数基本定理 



如此称谓的定理它的含义是 ：任何 阶数多1的多项式,在复数域上哪怕 
存在一个复数根也好. 

这个定理有许多不同的证明.其中之一是利用映射度的槪念和定理2证明的. 
考察复数平面的光滑映射 AC 1 —C ，它由下面的公式给出 

w - P(z) ^s n a n ^ ] z n ^ ] +，•• + a,z + a 0 . 

把二维球 S 2 看作复射影直线 CP( 1 ) 时，这个映射可延拓到二维球 S 2 到自身的映 
射.为此.我们把复数参数 Z 看作 CP( 1 ) 上的齐次坐标之比 z = ^,z 0 ^0. 类似地, 

z o 

Wy 

议 =—, Wo_0. 因此，映射 

: • 

如 1 =^i 厂,2 0 + … ^ a x z x z n Q ' + a 0 Zo , w 0 (6. 26) 

确切地定义了 CP( 1 ) 到自身的映射.显然，映射 (6. 26) 是光滑映射.我们来算出它 
的映射度.按照定理2,可以取同伦于它的映射代替映射/考察由公式 (6. 27) 给出 
的按照参数矣 1) 的同伦 

泌I =4 + 言 z n 」z 0 + …十 a 0 ^；)，w 0 = 2 q . (6. 27) 

在时，得到简单的映射 

w x = Zq . (6. 28) 
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在局部坐标 W =^,/ tt / 0 ,2 = Z ,/2 0 中，它的形式为如=/，并且，比方说点= 1是正 
则点 • 事实上，应该计算映射 (6. 28) 的 Jacobi 行列式•在#0时,它等于 / i 2 Iz ” 1 I 2 
> 0 , 

由于方程 z ” = 1恰好具有 n 个解，所以 < 6. 28 ) 的映射度同时也是 (6. 26 ) 的映 
射度，都等于 n ： degf ^ n . 假如多项式 P 不存在根，这就是说点 u ； =0不属于映射/ 
的像.于是映射 /: C />( 1 )-> CP ( 1 ) 存在具有原像为空集的正则点 U =0) ，即映射/ 
的映射度为 0. 这矛盾证明了定理成立 • 


6.3.3 形式的积分 


定理3设是定向、紧致、连通流形的光滑映射 . o ; 是外微分形式， 
dego > = dim ^ f , = dim ^ f 2 •则 

\ f ( io ) - deg /- f (6.29) 

JHn * • l JHb , 

证明 因为公式 (6, 29) 左边和右边部分关于是线性的，所以对其支集在点 
QbM 2 的一个小邻域 t / 中的形式 w 证明公式即可.我们考察所有邻域 C / 由正则点 

N 

组成的情形.原像 ru ") 由有限个开集的并/^(") = u k , •组成，在每一个开集 

i * 1 

中，映射/都是微分同胚.由于 supp /- u ) C 广 （" > ,所以 

L, ’•⑷= = | If M 

N /V 

= X (sgn#l V,) j L 0)- ^ (sgn#I K . ) j^(o 

=[Z ( sgnrf / \ v .)] j^oj 

=[Z ^(^)] ja )= degf - j a ,. 

在一般情况下，若 邻域& 也含有非正则点时，就按 Sard 定理取另外的邻域 
%，它也仅由正则点组成.不失一般性可以认为，无论是 f / 还是％都与开圆盘微 
分同胚.于是存在流形的微分同胚族^，将连续地将 开集& 变为开集％，即 

这就是说形式 oj ^( p 0 { o )) , 0 ), = 是同伦的，即按 Stokes 公式给出相同的积分 

值. 

6.3.4 超曲面的 Gauss 映射 

考察欧氏空间 R n 中的超曲面 W , dimA / = n -\ ，它由方程 F ( x ) =0给出，阴 dF 
—0. 这时，在流形似上也就确定了黎曼度量 h 体积形式 Ag \ dy { A \ _ 1 ， 



.嶋 





其中丨 g I = (let I a I ; Gauss 曲率 A ： = &(/,•••,/)• 我们定义新的 形式沿 fcr = 

A ( y , …， /) yrj \ dy /\ …八 W 1 , 称它为超曲面対的曲率形式.此外，对超曲面 
於，定义光滑映射 CR \ 它使每一点 P 对应于它的法向量.这个映射称 
为 球面表 示或球 面映射 .设/2是球面上的体积形式. 

定理4 对超曲•似的球面表示/:你―，在球面^ 1 上的体积形式/?的原 
像等于超曲面财上的曲率形式/2 =心知， 

证明 不失一般性，可以认为，在点 P Q e 从的邻域中，流形 Af 是函数; t " = 
/ U 1 , …， /) 的图像，而在点 P Q = (0,〜，0) 流形狀的法线平行于 a /. 这时，在点 
黎曼度量为单位矩阵形式：& 那么，在点 P D 的 Gauss 曲率为人'= 

tlet (^)- M ® Sn_，CRn 上，点 /( P o ) = ( 0 ，"-， 0 , 1 )的邻域中，选取坐标（^, 

…,/ _1 )作为它的坐标.这样，球面 yd 上在点 /( P 。） 的度量也具有对角形式仏= 
d ； j . 于是球面上在点 /( P 。） 的形式 U 等于= A … A 厶 m •现在来计算球面映 
射.流形 M 的切空间由切向暈 


:， 2 

0 


生成.这时法向 M / I 的坐标为 


f 人 , 

1_ L 

鬌 

+/,? 十… +/ J -, 人" 


形式/?在球面映射下的原像可在心 1 的位置用法向量 / I 的坐标的微分代替而得到 


尸⑽= d — fxl - — f 二^ —— —. 

+/*? + •*• +/J-i %/• +/*? + ••• +/J-1 

迸行计算并注意到函数/的一阶偏导数在点 /> c 等于 o ，/ ap q ) =0,所以 


/ • ( / 2 ) = det 


( 态 ) 


t # • 


Adx n ~ l = 



定理3证毕. 

作为推论，我们得到周知的 Gauss - Bonnet 定理. 


定理 5设你是 R 3 中闭的紧致曲面，则 j^Kda = 4 irA ，这里 A 是某个整数. 





证明应用定理3和定理4 

Iv Kdazz L 广⑽ = ( deg /) | 2 " = 4 tt • deg / 



第七章黎曼几何的简单变分问题 


7.1 泛函的概念极值函数 Euler 方程 


变分问题是重要的一类数学问题，主要来源于一般的数学和物理的运动和稳 
定性问题.比方说，我们看到的测地轨线就是相应的变分问题的解. 

我们从泛函和它的变分的一般概念开始.我们已经了解“泛函” ：每一 个光滑 

曲线段 y ⑴与它的长 （（ y ) = lyl 出相 对应. 这个对应 y (0— ⑴）已经不 

是通常的“函数” 了，因为“自变量”在这里是任意的光滑曲线.这个对应 i — My ) 
是定义在光滑曲线 y ( z ) 的空间上的非线性泛函的重要例子.我们推广这个例子. 

在 R 4 中，考察具有光滑边界 dD 的有界区域/>;设 u 1 ,•••，*/是笛卡儿坐标.考 
察 0 上所有可能的光滑向量函数 /(*/,•••， 〆 ） =/( f ) =(/( u °) ，…， /(，））•区 
域 D 称为参数 u \-, u k 变化的范围.设给出两个函数： I 和1 ， W 
系 M 这时对任何数和6确定了向量函数 +6/ U °)|, Z ) 上的 
所有光滑的向最函数组成无限维线性空间我们所考察的正是这个空间 F 中的 
各种泛函.向量函数 / eF 就是泛函 /[/] 的“自 变量' 

定义1 连续映射 R 1 称为空间 F (或它的子集）上的泛函/如果 
Jlaf ^ bg ] = aj [ f ] + 从发]，则称泛函人为线性的， 

附注设/>是直线上的 线段: u 1 =以(0 =(/0)，/ 2 (0，/ 3 ⑴）——向量函 
数，即/(0 = y (0 定义了 R 3 中的曲线，这里 F 是所有这种曲线的空间.考察积分 

j [ f ] = [ \ y ( t )\ dt ^ j D 即曲线 /( f )，0 矣 t 彡1的长.这个泛函不是线性 

的. 
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设给出依赖三组变量 :i/，l ^8矣 A;〆，！ 彡 i 名 《 aSk ，\ 的光滑函 
数 MnWah 称这个函数为 Lagrange 函数. 设/= f /*(^)| 是光滑的向量函数， 
定义在 0CR 4 上.作出泛函 /[/] 

•/[/] = 

这里， L 表示在 A 维区域 D 上的多重积分 ]■•••/ 取灸维体积 : dx 、 f \ … Ad [/是 

4 D J 

/> 中的 a 维体积元素, yu(^) 二^^ 1 是偏导数•把 《/[/] 简略地 写为： /[/]= 

dll 

^ L { u 0 da . 这样的一类泛函实际上包涵了力学和物理中富有内容的泛函 
例子 • 

考察弧长泛函 


•/ [/] = ]： I 娜卜- [ 由, 

即/(0 =7(0 =(^(0,…， /( OhyU ) 是具有黎曼度 量心的 A 7, 维流形中的光滑 
曲线， Lagrange 函数为 



= 在 ) U 1 ,•••〆）？/• 


对平面曲线 y ( t ) ，它以方程 y =/(4给出，则有 


乙 (乂） 

这个泛函同样也可定义在光滑流形中的曲线上.通常，我们考虑曲线的小的邻 
域;从而事情就转移到配有黎曼度量（一般是非欧氏的） A 维欧氏空间的某个区域 
中.同时，给出曲线的向量函数的加法可以仅在固定曲线的某个邻域中 实现. 

另外的例 子:面 积泛函 •/(/) = J" 血这里/ =<y( M ,i；) ; ；t 2 (u.t;) ; 

D 

x 3 U, v )) 是 R 3 中二维曲面，带有诱导度最心 2 = £ du 2 + aFdudv + Gdv 2 ； 

“乙 (A 乂 ) = v/^F =抓 

可以考察面积泛函的另一种形式 ••《/[/] = I" y/l +/〗~,这里的是 R 2 (U) 

• v miL ^ 1 

中的区域; /(u) = (x，y，2(x，y))， 即向量函数 / 由图形 2= /(17) 给出； 这里 

△(〜•&) = +:X 这些向量函数的加法就是这些函数在 R 3 中/>上的图形的 

加法 • 但是，远远不是每一个 R 3 中的曲面都可由单值函数的图形给出的. 

我们首先感兴趣的是泛函 7(/) 的“临界点' 我们从类似于通常的函数着手. 
取一个或两个变量的函数⑴或•在很大的程度上，函数 a (0 或 a («，|；) 
的状态决定于乂0。） =0( 或〜 （u。,!；。） = O f a v ( u 09 v 0 ) =0) 的点的位置和数目， gp， 



7.1 泛函的概念极值函数 Euler 方程 
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使 grad ( a ) =0的点的位置和数目•使 grad ( a ) =0的这些点称为函数《的临界点或 
驻点.例如，关于函数 a = a (0 ，这样的点是极大点，极小点和拐点（图 7. 丨 ） .如果 a = 
a ( a , t ;) ，那么在使 grad ( a ) =0的点中，包含了极大点，极小点和鞍点（图 7. 2). 


a ^ a ( u . v ) 



图1 




7.2 


例如，在物理学和力学中，在这些点,势函数有极值，这与系统（稳定的或非稳 
定的）的平衡位置相适应. 

类似地，在研究•/ [/] 时，对寻求那些稳定的向 量函数 /。给予极大的注意，稳定 
的向績函数/。，就是在/。泛函 j 达到极大、极小或具有“鞍 点”. 为把问题说得更准 
确，必须了解什么是泛函*/在 某-点 的“方向导数 ”• 如已经指出的那样，对函 
数《(“，*;),我们感兴趣的所有的极值点是方程 gr a d (a ) = 0 的解.如果在点 （ uj ) 
e G ， 给岀广某 个力向 （向儀 ：）<! = ( a 1 ， a ’） ，那么函数 a («/，!；）关于方向 a 的导数 
为 


兰 

da 




da 

du 


da 

dv 


a , gracl ( a )) 


(参看图 7. 3). 由此得到当且仅当=0对点 


( w 0 ， t ；。） 的任何//向 a 成立时，炉(10[((1。，1；。）=0.关于 
方向《的导数可以这样计算 


盒=巧士 [ a ( w + 邱■，”+郎” - a ( u , v )] , 


U : 屮 a = («' ,« 2 ) 是参数; E|J 


da 

da 


= lim — [ a(u ea ) - a ( u )] 



grad(#0 

图 13 


其中 = (“，!；） 是点在区域 C 中的 向径. 我们也就是把这样的关于方向导数的概念 
推广到泛函•/ [/] 的情形. 


考察“点 ” / e 厂并考虑函数 e 厂，足够小，并且使1； | dD ^ 0 . 这样的函数称 
为/的摄动 • 我们使点/位移到点参看图 7. 4 ).函数给出了“点，，/的“位 


移方向”，与通常的函数情况不同点在于现在的“方向”有无穷多个. 






214 


第七章黎曼几何的简单变分问题 


其次，像通常函数一样，我们作下面的表 示式： 
~(7[/ + ^] -；[/]). 关于 s 取极限时,得到用 

e 

手 Af ] =[^丄(《/[/+右”] -•/[/]) 

p» ^0 s 

表示的数，并且很自然地称它为“泛函 y 在点/按方 
向17的导数”.类似于通常函数运算的进一步发展， 
我们还给岀一个自然的定义. 

定义2对任意的摄动17,17丨祕=0,若 j^/[/ D ] 



= 0,则称函数/。 e F 为泛函•/ [/] 的稳定（极值、临 

•界）函数. 

把泛函 •/ 表示为 F 上的“图形”的形式是方便的( 




图 7.4 

7.5). 如果 /eF 是固定 


的，那么函数的集合丨 dD =0,可以等同于线性空间7\把泛函 J 限制在 r 
h. 这些 “点” /。 (这 里鈔/。) =0对任何, 成立) ，是泛函順制在子空间 W 


上的极小点，极大点或“鞍点在 r 上限制的运算是清楚的 :我们 讨论使/在境 
界上不改变的摄动时 j 的状况.例如，在图 7. 6中，曲线的端点固定在点4和 
B ： rj ( A ) = rf ( B ) =0. 



图 7. 5 图 7. 6 


我们导岀关于微商 $*/[/] 的公式.这个表示式通常称为7[/]的第一变分. 
设 SJ = J [/+ etf ] -/[/] ;这时 

SJ = + s V l i/： a ^ s V ： a ) - L ( u fi ； f ； f ： a )] da k 


把被积式用 Taylor 级数展开，得到 


8 J 




dL _ 
d / 二 


^ Vu a 


o(e)^da k 


泛函的概念极值函数 



方程 
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{{LL • 卜⑴中 


我们按分部积分法进行积分 


k 


SJ 


II 


3 ( dL I 


7) 1 ) d (/ 




k 


s 


d / dL 


—\\r) l da k + Jo(s)d(r lc . 

’ l ) 


w 为所有的函数都是光滑的，所以第一个积分中关于，的积分可以与关于其他变 
歌 u ‘（ 丨的积分分幵来，根据改变积分次序的定理，给岀 




Q 




du a \ df 


: yu a ^ d ( r k '\ 


(参看图 7.7) .因为在 I 中，变暈 u 1 , …，以，…， u " (不包含变 量，） 可以看作参数, 
所以 



围 7 . 7 


= f … jl 旁⑼ V• ⑼ -T~(P)v^n]da kX -0, 

II I J ii® J u® 

这是因为 W ) = r ? 1 ((?) =0, P ,() eaD 的缘故.于是 

SJ = it [$-i 5( 念 )1 w + 卜 )&• 

由此，因为 lirn | o(^)^ A =0 ，所以 

设 /« 是 J 的稳定函数.那么对任意的函数 v ( v\so =0) 满足等式 

mu 羡 ) 卜 0 . 

从分析教程中知道,上式就意味着 
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dL 

r 


k 


-I 


d I dL 
du a \ df： a 



此微分方程组称为泛函 J[/] 的 Euler 方程.由此证明了重要的定理. 


定理1函数 / D eF 为 j [ f ] 的极值 ( 稳定）函数的充要条件是它满足 Euler 
施 


7.2 测地线的极值性 


我们定义测地线是这样的 轨线: 沿着轨线平行移动保持轨线的速度场不变.在 
黎曼流形的情形下，还有一个重要的特性，这个特性同样可以作为测地线的定义. 
原来，测地线是“像”长度泛函那样的所谓演算泛函的极值轨线. 

设 AT 是具有度董仏的黎曼流形夕，•••，/是局部 坐标; 轨线 y ( r ) 可以这样给 

出 ： r (0 = ( AO ，… 〆 (0) •，可 以取闭区间/ = [0,1 ] 作为区域 />• 我们考察具有 
固定始点和终点的 轨线: y (0) = P , r ( l ) 

定义 1 泛函 

Uy) = j[ \ y \ dt - ^ gx)x l i/dt 

称为轨线的长度泛函.泛函 

E{y) = f r I - j[ ggi^dt 

称为轨线 y ( G 的演算泛函. 

引理 1 不等式:成立 • 

证明对函数 /(0 ,^(/) = \ y ( t ) I 应用有名的 Schwara 不等式 

得到 a ( y )) 2 矣以 7 ),而且仅在 g ( z ) 是常数函数时等式成立，即当且仅当参数 f 
与弧长成比例时等式成立.引理证毕. 

我们来考察泛函 £和1 的极值. , 

定理1与弧长 S 成比例的《为参数的测地轨线 7(0 是演算泛函 E (7) 的极 
值函数.若初始点 P 的初始条件 ly (0) 丨=1，则参数 〖唯一 地确定并且是自然参 
数，即与弧长一致. 

证明这里，我们考察参数形式的轨线，即两条相同的曲线，但具有不同的参 
数，就看作不同曲线•由 7. 1 节的定理 1 ，泛函 £*( 7 ) 的极值满足 Euler 方程,现在的 
情况下为 “ • 


dL 

dx k 



1 ^ k ^ n ; 


Ugmnge Z ： 等于 = g,(^)^V. 通过计算，得到 
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dL .| dL ^ li 

a ? =2 ^ ; 

去 (D axi+ _ 

，以势 0; 

以4( 2 »卜 



SP i a ^ HjX ^ = 0. 于是 Euler 方程与黎曼联络的测地线一致.定理证毕. 

泛函以 y ) 的极值取决于作为参数形式轨线的 Euler 方程.如果在测地线上作 


变换,那么一般说来，这个轨线不再是测地线. 


定理2由测地轨线用任何参数的光滑变换所得到的光滑轨线 y (0 都是泛函 
My ) 的极值函数.特别，泛函 E ( y ) 的任何极值（参数形式的测地线）都是 L ( y ) 的 
极值，但反过来不成立. 


证明考察关于 i ( y ) 的 Euler 方程. Lagrange A 具有形式= 
我们得到 


ct 








设 y (0 是这组方程的解.因为 y ( t ) 是光滑曲线，所以在其上可以引进自然参数 f = 
.«• 这时， \ y ( s ) I = 1 •，于是， Euler 方程变为 


由定理1，这些方程与测地线的方程一致.于是，如果在任何 A ( y ) 的极值上引进自 
然参数，就得到测 地线. 相反，设 y (5) 是 AT 上的任意测 地线； 由前面所述，它是 
My ) 的极值•设是上的任意的光滑参数 变换; 那么，因为在参数作光 
滑变换时弧长不变，从而 l ( y ( s )) ^ L ( y ( s ( t ) ) >,于是 y ( s ⑴）仍是 L 的极值.定 
理证毕. 

测地线是两个泛函 △和 E 的局部极小.换句话说，如果考察测地线7的小的 
摄动1?，这里1?的支集同样是小的，那么新的轨线 ” v 将具有不少于 y 的长度.我 
们来更确切地阐述这个问题 • 考察紧致黎曼流形对”；根据第五聿的结果，存在 s > 
0，对半径为 s 的球中任意一对点 P 9 Q t 有唯一的一条全部都在这个球中的测地 
线联结这两点. 

定理3设％是上面所指的球，并设 y : [0， l ]- WT 是联结％中两点长度小 
于 e 的测 地线; 设 o >: [0，1]^ AT 是任意的联结这两点的另外的光滑道路的弧（道 
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路也可以是取逐段光滑的）•那么， AU ) 多以 7), 而且等号仅当点集 y [ M ] 和 
w [0， l ] 一致时成立（即当这两条道路作为 AT 的光滑曲线而重 合）. 在这个意义 
下,测地线 y 是联结 p 和<?的最短道路. 

我们略去定理的证明. 

推论1设 [ O ']— AT 是光滑轨线，以自然参数为参数，并设从 P 。 =^(0) 
到的长不超过任何其他从 P 。 到的道路的长.则0；是测地线. 

结论可从定理3立即得到. ^ 

定义2测地线 AT ， 如果它不长于任何联结它的端点 7( a ) 和 y (6) 
的光滑道路，则称 y 是极小的. 

根据定理3,任何足够小的测地线段是极小的.同时，长的测地线可能不是极 
小的.例如，我们以前已经证明了球面炉的赤道是测地线.考察它的在图 7. 8中所 
指出的一段 SNP . 很明显,测地线 SNP 不是极小的 ，因为 PaS 较 SNP 短. 

联结“较远的”两点 P 和<?的极小测地 
线可能不是唯一的.例如，二维球面的南极和 
北极，可用无限多条极小测地——子午 
线——联结. 

作为定理3的推论，我们来指出在不计 
n Chnstoffel 记号时，如何找出 nU 是任意 
的）维球面上的所有测地线. 

推论2标准度量的球面 S ", 所有的赤道 
(即 f 与过球心的二维平面的甲1〖11舣线）坫测地线，并且只有这些测地线. 

证明考察任意的与球面 S " 交于赤道 y 的二维平面 R 2 . 设 g 是保持 R 2 不变 
的 R " 中的 反射. 这时，有等长矿 S "— S n ， 它的不动点集合正好与赤道 y 重合•设 P 
和 G 是 y 上足够邻近的两点，可用唯-的极小测地线 w 联结它们 （ 参看定理3 ). 
因为# 是等长，所以通过相同的两点 P 和 P 的曲线 g ( co ) 同样是联结 P 和的测 
地线; 因此即 o > = y 是测地线.所以证明与二维的情形一样，没有任何 
其他的测 地线: 过球面 S " 的任何点，在任何方向的测地线通过赤道.推论证毕. 

类似地可以证明，在旋转曲面上，任何经线都是测地线（但是，这里有另外的 
测地线）. 

现在,考察紧致的黎曼流形，并设 P 和是任意 两点; 用 /2( P ，(>) 表示所有联 
结/^和 P 的光滑曲线 y 的空间.在此空间上定义了两个泛函 £和1 (参看上面所 
述）•我们定义/^和<?之间的距离 P ( P ，(?） 为联结这两点的光滑曲线长的下确界. 

命题1设 P 和 (？ 是流形上两个足够邻近的点，相互之间的距离为 rf , 则演算 
泛函 E : n ( P ，( T )— R ， d 2 在联结点 P 和 (？ 的极小测地线上达到绝对值的极小值. 

证明设 y 是极小测地线, y(0) =P,y(l) =(?，根据引理 l ， £ ： (y) =L 2 ( r )^ 
乙 2 (如）彡£(仿），这里的以是户到0的光滑曲线.等式 L 2 (( o ) = i 2 ( y ) 仅在如也是 



a 



图 7. 8 


7.3 极小曲面 
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极小测地线（也可能，换一个参数，精确到成比例的变换）时成立.同时，等式 
L 2 ( co ) =/s’( w ) 仅当参数与弧长成比例时 成立. 由此， £(y) 当似不是极小 

测地线时都成立.命题证毕. - 

7.3 极小曲面 


在第四章我们已经熟悉了极小二维曲面，即它的平均曲率//等于 0. 它们是面 
积泛函的极值. 

考察 n - 1维体积泛函，它定义在紧致的超曲面上，这个超曲面以光滑函数/ 
=/(/，…， f ) 的图形表出，定义区域为…中的区域 D •设 D 有光 
滑的境界3仏且是有界的 （ 图 7. 9). 从第五章中已经知道，〃 - 1维的体积可表示为 



图 7 . 9 


Voi( r * 1 ) = j n J\ + Xw^) 2 dx l -dx^ } 9 
其中 /** 因为 Lagrange L 有■形式 


所以 Euler 方程为 


似|，… X - i ) =^1 + 2 C 4*) 2 ， 



考察超曲面它是 n-1 维体积泛函的极值.因为体积是数量,它不依赖于曲 
面上 的坐标的选择，所以可以选择适当的坐标•设尸假设 r-W/".， 1 ) 
= 7vr^， 即取具有笛卡儿坐标的切平面作为坐标 平面; 把 v-i 局部地表示为函数 
^ =/(?，…〆 •*) 图形. 


定理1超曲面 r_ l cR", 当且仅当它的平均曲率恒等于0时，是 n-i 维体 
积泛函的极值. u f 、、 • 
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证明我们对〃 =3时的情形进行演算，因为对任意的 ri 时，演箅可类似地进 
行.对 Af 2 CR 3 , 我们有 

^(7ffe) + i(7r^) =a 

微分后，得 

fM + 沁） -2fj y f xy ^fji ♦ 穴 ） =o. 

从第四章知道，这个方程与方程 H 妄0 是一致的. 

考察 R 3 中的曲面好 2 ,由 r(u,v) = (x(u y v) ,y(u,v) 9 z(u,v) )给 出. 这时面积 

泛函表示为（参看第五章 ） S [ r ] = (* /EG - F^dudv. 设 0,1；) 是共形参数，即 

JOi “•，) 

在此参数下，在#上的度量有形式 


于是 


E = G = ( r uf r u ) ^( r t , r p ) ； F =0. 


S[r] = j o ((r o9 r u )(r vf r w ))^dudv. 

直接计算，知 Euler 方程为=0,于是 r 是关于坐标 U ，〃） 调和的 

\ du dv ) 

向量函数. 

我们说明， Lagrange L 在变形时，所有的偏导数都看作是独 立的. 

考察圆盘 0 2 ( u ， t ;) 到 R 3 的光滑映射的无限维空间 f 在 F 上定义了非线性泛 
函 S[r] ; 它的极值“点”（即向径 r ( w ， i ；)) 可叙述 如下： 

定理2平均曲率等于0的向量 r ( u ， r ) 是 S [ r ] 的极值向董,并且也仅仅这些 
向量是它的极值向撒， 

这个定理可由定理 1 得到. 现在，除 S[r] 外，还有一个泛函 （ Dirichlet ) D[r] = 
yL (E ♦ G ) 如办.我们来比较泛函和 S 的极值“点”. 

定理3关于是调和的向 + =0的向 Mr ( M ， t ；) 是 

Dirichlet 泛函的极值向量，并且它的极值向量也仅有这些. 

证明 Euler 方程为^(泛) + 念(羡 )=0, 这里的 i: 〈 r a ,r“ 〉 + 〈 r t ,r 丄即 

/-=<+' 2 +乂+)^+4+#,亦即4(|0 =0•这里4=^ + 為.定理证毕. 

du dv 

坐标 （ u ， t ；) 对某个向径可能是调和的，但对用这些向董表示的曲面上的诱导 
度1不是共 形的. 现在，我们考察特殊的调和曲面，在此曲面上，调和坐标同时又是 
共形的，即£ = G，F =0. 这时,这个曲面是极小的. 

我们简明陈述下面的定理而不加证明. 
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定理4设 iW 2 CR 3 是极小曲面，即有零平均曲率.那么，当它的具有充分小的 
支集的任何光滑的足够小的摄动都不减少曲面的面积. 


7.4 变分法和辛几何 


设 T • 是流形 yr 的切丛，即 2n 维光滑流形， \( x , a )\ 厂你“，是 

它的点，设/ > 是联结的所有光滑曲线的空间.在，上引进 
广局部坐标/ ，…， ^，在此坐标中，轨线表示为 =(^(/),-, v *( O ), r (0) = 


/^1) 我们考察泛函 /[y] 

数，即 L(.r，i!) 是 r.AT 上的函数. 


AU， 幻沿，这里的 L 是两组变数的光滑函 


8L 


定义1具有下列分量的共变向量$称为冲 M p = ( p t ),l ^ i ^ n . 函数 

dx 

E ( x , x ) = ip t 称为能量 

可把能量看作 7\ W n 上的函数，即 E ( x 9 a ) = a t p i - L ( x , a ). 重要的 例子: 
Ux , x ) 由此,，即 p 是共变向量,它是速度向量 《 = i 关于 

dx … • 

度最 仏的 对偶的向里.能董五具有形式 

E ( x ， i ) = xag lj x I - g〆 ^ =gijx ^, 

即为“动能' 

设 K 是李群，光滑地作用在上（即每一个元素 g e #都可用，上的微分 
同胚来表 示）； 我们考察下面 的例: 是实直线（对加法构成群）.这个作用（对 

• f = R 。 产生了 AT 上向最场:龙“。） =4^(^ o ) ，这里，轨道 咧％) =^(^ o )； 

1*0 

☆ 上的作用产生了 •女在 T . M n 上的作用,其公式为心： ( x 9 a ) 

一 ( g ( x )， dg x ( a )). 

定义2 如果# 作用在 7\ AT 上，函数变为自身，即 

Ug(x) ； dg(a )) =L(x,a) ； (x f a) sT m M\ 

则称 Lagrange 泛函在沴作用下保持不变（关于#是不变 的）. 


保持 △ 的条件为 f =0,经过微分，得到 

dL dL dx 1 dL da 1 

dt ^ dx i dt da 1 dt 


: o ; ¥= ru ) 


«4 ^ 

(参看上面所述).我们求出考察 J 和切轨线 #) =(/(:*)), 使 a « = 

在沿有小的位移^时，函数 〆 变为函数忽略掉阶数高于1的小 
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量）.由此得到 


dx l dx l dX 1 A ^ dx k 


即 i 




ar 


dx 


dt dx 
d 


• 其次， “U‘ ） =U ， 十妒〜 +…I ， 




dX 

dx k 


^ = y ; 


•/ = U ) 是 Jacobi 矩阵.由此 


a J —*J\a k = -f ^ja k At, 

dx 


于是 


at ax 1 da 1 dx k 


我们就证明了下面命题. 


命题 1 在群 ^=R' 的作用下 Lagrange i(m) 保持不变的解析条件为 

dL yi dL dX l k rx 

~^ + - : — ra =0, 

dx da dx k 

这里，是独立变景，而 尤是群 R * 作用的速度向量场. 

我们引进沿着泛函•/的极值所谓的冲讀射影保持法则.考察沿 


JM ，并设 y 。 是九 y ] 的极值，即 E U h 方程组畀-兵。的解，这里用嗦 

dx a ) 

示沿着极值的时间.如果“点”表示关于 r 的微分，那么, Eulei •方程可改写 为:逆 = 

dx 1 

A ，这里是冲量•我们考察缩并 /( r ) - ( p y X ) = xV ,_， 这里 /( r ) 是沿 ％( r ) 的光 
滑函数 •/(『） 可以理解为在向量 AT 上的共变向量 p 的值 /( r ) = p ( X ). 

定理1存在恒等式 :(/(0) 。 =0, 即 ( P ， AO °=0. 

证明由命题1,我们有 


( rpj ^ rp ^ x 1 p l = x i 


dL 

dx 1 


dX l dL dx k 

dx k da d T 



dL 

dx ‘ 



dTdL 

dx k da 


0 


这就是所要求的.定理证毕. 

考察我们的 例子: L(x ， 幻 =g if x l ? ，这时沿着 y 0 (r )， 有凡 = 2 裏 〆 ，即 = 

k J ^ 0L < X % y Q >=常数 • 对此 Lagrange ， 极值是测地线（参看 7. 2 节）； 特别，沿 

着 >( r ) 有1夕。丨= 常数； 由此， \ X \ cosa ( r ) =常数，这里 a ( r ) 是向量 JT 和^之间 
的角（在 度量心 下测 量). 
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我们利用这个结果来求 R 3 中旋转曲面上的测地线问题 .设 是光滑函 
数，它是旋转曲面的母线，即曲面是由曲线) - rU ) 绕仏轴旋转而成（图 7. 10) .设 
^是常数的旋转速度，这时在觯 2 上产生了群#= W $作用此时作用的速度 
场龙有模 m : m . 由上面的证明，对财 2 上任意的淋 i 地线7。（0,满足恒 等式: 
rU)cos = 常数.于是，证明了下面的命题. 




图 7. 10 图 7. 1J 

命题 2 在 R 3 中，母线为 rU ) 的旋转曲面 M 上，沿着 M 2 的任何测地线 
y „ C ), 满足恒等式: r ⑴ cosaU 〉 =常数. 

考察例子，设= 常数; 这时旋转曲面是圆柱面，并且其上的测地线是把欧 
氏平面卷在圆柱上时，直线的像 （ 图 7. 11 ), 

设 rU ) 确定了 S 2 (图 7. 12). 测地线是赤道. 

条件 r ( 2 ) COS aU ) =常数是测地轨线的必要条件，但不是充分的.事实上，若 
y (0 是群$作用的轨道，那么 a ( r ) =0,即 (/),：¥) = \ X \ \ p \ =常数（在旋转曲面 
1二〉，但绝非总是测 地线. 例如，正圆锥和它绕轴的旋转（图 7.】3 h 我们己经知道， 
锥面上的所有测地线是在把一片欧氏平面卷为锥面时，直线 的像; 很明显，圆周在 
锥面上不是测地线. 




图 7. 12 


图 7. 13 


因为沿着作用的轨道有 #=0( 对不变的 Lagrange )， 所以沿着 办）的 

轨道局部地可调整坐标/，这时 ( p ， A ：)°30, 等价于八=0,八是冲量按坐标 〆 的射 
影;换句话说，可以认为，冲量 p 不依赖于坐标/;函数 i 也不依赖于这个坐标. 
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我们来证明所谓的沿着极小“点”能量保持不变的 规则. 设是 Lagrange 
(关于任何一个群的作用己经不必要是不变的），并设 yjr ) 是泛函 J [ y ] = 

幻 dr 的 极值. 考察能量6 =々,-心凡:设乙=〜^ _"(无），其中函数 


"U) 称为势 . 


定理2沿着泛函 /[ y ] 的极值 y <) ( r )， 有恒等式 f 芝0, 
证明我们有 


dE 
d 


= (/}〆 -L)° x 


P〆 + p 4 a 

dL i dL 

~ 7 a + ~7 
dx l da 1 


dx l da 


• i 


dL i 

— a 
dx k 


dL 

da 1 


a l ^O 


(7.1) 


这是由于 Euler 方程，尤 :手 t ，駿 X Pi :$. 定理 证毕. 

dx da 

我们引入流形上力学的 Hamilton ft 的最简单的概念. 

设7\ W 是流形上的切丛，配置了坐标 (x , 11 )， L 是 T . 上的 Lagrange 泛函 

定义3 Lagrange 泛函 iU ， fl )， 如果方程 

P - 犯 (即 P ，-[ X ~ f a) , 1 彡心） 

⑽ da 


对任何 x e AT 有唯一解 fl = 11(*,/>), 则称 L (*, fl ) 是非退 化的. 

与 T . M n 同时，我们同样考察切丛 riT ，即 2 n 维光滑流形， U ， p ) 是它的点， 
这里 pe 7； A /, 即/>是共变向量，考察能董 


E ( x % a ) = p t a - L ( x t a ) = - L (< x -] a ^ a l - i ， 

其中 /)= 〆 *，£!). 

我们表示并代入 A 1 中； 得到 £—£( x . a U ，/>)). 获得了某个函数 
E ( x , a ( x 9 p )) = H ( x ， p 、 ，称为 Hamilton 量. 它具有形式 // - L ( x , a ( x t 

/0 ), 即 L ( xMx 9 p )) = Pi a \ x 9 p ) 设 y (0 cM n 是光滑 轨线; 这时 (- u ) 

6 7’.，,其中：。（0 4=:(0，即 y (0 在 T m 1 T 上产生轨线 ：（; r ⑴， i ⑴）= 
厂(0,考察 T . M n 中轨线上的 Lagrange L ( x 9 a ). 

我们指出，7\ AT 和 r \1 n 是成微分同 胚的. 事实上，设在 AT 上给出度量心， 
则有典型的等同 =( U ‘（，！ 知 XI ) e TAT •除 

r •，与 T 9 M n 的这个等同外，我们在非退化的 Lagrange My ) 问题中，还有另外 

的等同 • 事实上，方程 P = 有唯一的解（在固定太时)所以我们 
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吋使每一个 ( m ) 与 U ，/>) 相对应，这里 P = 我们考察的正是这个7\ AT 

da 

和 VM n 作为微分同胚的等同.特别，当 L ( x , a ) ^ gij aa ! 时，我们有广 =2 gik a k M 

借助于这样的 Lagrange 的等同与“黎曼等同”是一致的（参看前面所述 ）（ 图 
7. 14). 



M n 


图 7. 14 


我们考察泛函 /(cO = 出的极值问题，这里 Ulfl ) 是在 


的所有光滑轨线 a ( 0上考察的，而点/?和 S 是7\ 4 T 
上的两个固定点，即 /? u ， o ， s ( y 0 人 ）（ 图 7.15). r 

考虑对此泛函的 Euler 方程.我们考虑点況和 S 不改 
变时的变分.在7\ AT 上的 Euler 方程为^ =— 

’ ，'’ : 為 * dx 

f (普)•将它用 rw 的术语表出，即作变换 （ x ， P ) L 

—“， fl ) ，此变换可借助于上面的微分同胚写出，而微 
分同胚可根据 Lagrange L 作出，我们有 

L{x,a(x y p)) =Pi(i l (x ， p) 一 H(x,p) 


T^M 


M n 


图 7.15 


P^TlUxMxjp)). 

da 

我们指出 ， f ~ Ux ， a ( x , p )) =0,因为冲量 p 不明显地进人 ) 中，而对变分的 

OPi 

Euler 方程的工作时，仅根据明显地进人到 Lagrange 函数中的量进行的.于是 


0^- L ( xMX , P )) 




即如 )：^1 •由此， 


I Ux , a ( x , p))dt = j ^[ p , a l ( x , p ) - H { x , p)]dt 
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=I />, dH ^ - H(x,p)]dt = J[u)(t )] , 

其中 o ) ⑴ ⑴ =( x ( t ), p ( t ))； co (0) ^AMD (参看图 7. 16), 写出 

泛函 J [ w (0 ] 在广 W 上的 Euler 方程•设叫⑴= (^(0 ，/>(0 ) 是泛函/的极值, 

上面已经规定了/=^^,但因为 /=/( 沿着极值），所以 V 沿 

^Pa 8 p a 

着极值).其次 



T * M n 



IS 7. 16 


J[o)] = (p { a l - H)dt = L(x ， a(x ， p、、dt • 

E - 方 程具有 形式: 普)，刪为普 = Pi ，所以卜 0 还有•- 

WU , P )) = -^^，这是因为^7(乂;0 =0. 我们指出，坐标:^和 a 被看作独立 


的坐标，因此^=0.因为变量/在和式中不明显地出现，所以=0, 

cfx Sx 


由此， 


于是我们证明了下面的重要的定理 


定理3在切丛厂 AT 的坐标 U , p ) 中，泛函 /[ o >] = 出的 


Euler 方程写成 “Hamihon 形式”：？= 机 X - iP ) ； 




Pi 


dH(x 

dx 


(Hamilton 方程) 


我们研究 rM n 上的 Hamilton 方程 • 它们在 V M a 上 确定了 光滑向 簠场: i ‘ 


dH ( x ， p ) • 

也 ’ 


这个场与，上的共变向董场紧密相关.事实上，考 


察 r ，上的二阶外微分形式如 (2) 二 dp 小 dx 1 ， 它在 T {XtP) ( r Af 1 ) 和 T* x p) ( T AT ) 中 
确定了反对称的、非退化的数量积.于是，这个数量积给出了切空间 / T ) ，和 
切空间 r ( V P) ( r AT ) 的等同 • 考察流 grad // ( x r p ) f 它具有坐标 

这时，流的对偶关于这个数置积有形式 ： ( ; 
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- ] ) ，即与我们在定理3中得到的 Hamilton 流一致,于是，可定义 Hamilton 

场为流，它勻 Hamilton 函数 // U , p ) 梯度，与 V M n 上的二阶外形式相对偶. 

考察偶数维的黎曼 流形沪 ；例如，流形 VW ^ T m M \ 设=0>卢 1 /\也是 

沪上的非退化的2阶外形式，它给出了反对称数量积，这时，在 W 对任何光滑函 
数 / U ) 产生“反对称梯度” sgracl /-( . t ). 

定义 4 由关系式 o >( y , sgard /) = F (/> 唯一地确定的向量场 y , 7跑遍^^上 
的所有光滑向鳗场的集合，而 y (/> 是箅子 y 在光滑函数/上的值，称 r (/) 为光滑 
函数 /( 关于数量积似）的反对称梯度 sgrad / 

sgrad / 的定义的唯一性可由 w 的非退化性得到. 

定义5光滑流形3^如果在它上面给出了二阶外微分形式0>，满足：（1> 
⑴ 是非退化的;(2) dw =0,即形式 a ; 是 闭的. 那么就称 A / 2n 是辛流形. 

就是说，在辛流形上存在特殊形式的图册，在此图册下，形式 o >( 有时称为“辛 
结构”）采取规范 形式; 也就是说，对任何点 Pe W ，存在邻域 [7( P ) 和在其上的坐 

n 

标( 〆 ，…， 〆 W 1 ，…， /) ，在此坐标下 ，⑴为 Z •这个坐标称为辛坐 

j- I 

标. 这些坐标的存在性构成了周知的 Darboux 定理的内容.我们不证明此定理. 
辛流形的重要 例子: 财〜= R ' 〆 ， Y 是 R & 的笛卡儿坐标，且 o > = 

fl 

Z 咖 1 A 如 1 • 因为这个形式的系数都是常数所以如 (2> 三0,即形式是闭的•它 

4 = 1 

的非退化性是显然的 • 光滑的二维定向流形是辛流形的另外的重要例子.取关于黎 

曼度量的体积的二阶外微分形式，即在局部坐标 （ x , y ) 中给出的形式 A 

♦，其中尽 = de 〖(心 •） ，每一个这种流形都可以给出辛结构.如的非退化性可由 
得到;而如的 闭性质是显然的* 

定义 6 在带有的辛流形 从 2 "上的光滑向量场如果它具有形式 Jf = 

sgrad //，// 是 W 2 n 上的某个光滑函数，则称光滑向量场 j 是 Hamilton 向置场.函数// 
称为 Hamilton 流. 

我们求出 sgard / 的显式公式•有 Wsgard /, 10 = sgard/) 1 F = 吳;由此得 

dx 

《 sgrad/l 1 •即向量 sgard/ 是共变向量 gmd/ 的共轭（关于数量积 ) 向量 • 

设"是 W 2 " 上的光滑的函数，在 A / 2 " 上建立了辛坐标 w ), 即如=全 dp 1 f \ 

1-1 

如 1 ，这时 sgrad " = 

Hamilton 场允许用此场所产生的微分同胚的单参数群的语言作出很好的描 
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述.设 A ： = 8 gmd // 是 Hamilton 场； X 是沿着这个场的积分轨线相应的位移群.群作 

用在形式 w 上,把它变为形式（禾 ）’ 扯如果同时点: K 变为点 x t ( y ) = ^ l ( y ) ，那么 

( ) o ) =( o lj ( x l ( y ) ) dx \( y ) Adx ^,( y ) 

/ i 、 / , vx ^；( r ) 叫 ( y ) 

其中 (0 kp ( t , y ) = ft > l > ( x ( ( y ))~ 1 - 

在辛流形上的向量场 AT 可能不允许有 X = sgairl // 形式的整体表示，但它可能 
拥有下列的重要性 质:对 任何点 PeA / 2 n ，存在点 P 的邻域 t / (/^和定义在叭尸）上 
的函数圮,使 AX tO = sgradW w ( tO ， 这里的 i ； e t / •这样的场 JT 称为局部 Hamilton 场. 
局部 Hamilton 函数 //〃 是对每一个邻域 (/ 作出的，但一般地说，不能把它们“缝成” 
-个 定义在整个流形上的 Hamilton 函数•由 Darboux 定理，局部 Hamilton 场的研究 

n 

就归结为具有结构2 心知的 R 2 " 中的 Hamilton 场的 研究. 

»-1 

定理4 辛流形似&上的向量场叉,当且仅当单参数群•无保持辛结构 W 不变时 
是局部 Hamilton 场. 


证明由于 Darixmx 定理,我们仅证明当 W 2 " 是 R 2 " 具有结构如 = f dp i A ^ 

时的情况就可以了. " 

我们证明，如果在群劣的作用下， w 保持不变,那么场 X 是局部 Hamilton 场， 
于是 似在群 茗的作用下不变，就是说，形式沿着场 JT 的导数等于0,即0 = 

|^( 7 (0)，这里7⑴是尤的积分 轨线. 我们有: 

^0)( y (0) ^ dp l ( t ) t \ dq l ( t ) 


= t [^ f 0) A ^(0 ⑴ A * ⑷ (0): 

... h 

=Z [ d ( ru )) 八却⑴ +¥ ⑴八 #( o ]， 

i = l 

这里丨 , r )， l 矣 kn . 其次： 

⑴ )= I [(^ + ^ K a ^' + 
d 祭 h + ( 泛 - 穿 ) 气 A〆 卜。， 

即 

dX l ay * ax k ax 1 sr ay * 

dp dq dg l dq k ’ dp k dp 1 
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这就是说 ，一 阶形式 f ( vv〆 - hV ) 是闭的.事实上，由于上面所得到的关 
系式 


da 


IK 


上、 dp + 





ft 上定义的一阶形式 a 的闭的性质得到,存在光滑函数 W , 它的梯度等于这个 
形式，即实际上， W 可以以明显的形式按照下面的公式重建 



其中，是11 2>1 中任何光滑轨线，此轨线始于固定点，终于具有坐标(;/， 〆 ）的变 


点，数 // U ) 不依赖于这样的道路的选择.对 〃 =2,我们已在第四章中证明了这个 
事实. 对 ；I >2,可从 Stokes 公式得到，实际上,考察两条道路7 1 (0,7 2 (0，％(0)= 
；7 l ( 1 ) =72(0; 这时 


J a ^ J a = j a=Ja=Ja=0 ， 

T, 2 n u (-i 2 ) aifi 

这说 D 2 是两条轨线 y , 和 y 2 所界定的任何圆盘 （ 圆盘可以是自身相交的）.于是, 
构造 " 的工作就完 成了. 剩下证明反过来的问 题:如 果尤是 R 2 " 中的 Hamihon 场, 
耶么群戈保持不变，即 X ( o >) =0. 上面所有计算的以相反的次序重述即可证 
得.定理证毕. 

现在，容易提出 Hamilton 流的例子.例如，考察配置了任何黎曼度鼋和辛结构 


/ At (仏) < fa ： A 办(参看前面）的带有 g 个柄的球面.如何描述这个辛流形上的 
所有 Hamilton 流？注意，如果在沿着积分轨线场移动时任何区域4的体积不改 
变 .则在 < 上的场尤有等于0的散度. 

推论1不可压缩的流是你〗上的 Hamilton 流，并且只有不可压缩的流才是 
<上的 Hamilton 流，即对此流 divA ^ O . 

证明由定理 4 ,我们应当写出所有保持形式山的流.因为可以取体积形式 

vAiet (仏)厶 A 办作为这样的形式，所以 Hamilton 流，就是保持体积形式不变 
的场.如我们从第四章中知道的那样，这是具有散度等于0的流，并且也只有这些 
流才具有等于0的散度.推论证毕 

考察 Hamilton 流的重要例子——动力系统，它描述了具有一个不动点的三维 
刚体的 运动. 为此，应该考察 R 3 , 它与所有三阶的实反对称矩阵构成的线性空间一 
致•，设 le R 3 是这样的 矩阵. 我们在 R 3 中给出自共轭的线性算子 fR 3 — R 3 , 它作 

0 0 、 

用的公式为 = + 汉，这里的/是形为0 0的矩阵， （ A /) 是实数.很明 

、0 0 a 3> 
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显，矩阵 pa 是反对 称的. 考察微分方程组（用矩阵形式写出 = 由力 

学中知道，具有固定点的三维刚体的运动用这些方程来描述.我们把方程写为坐标 
的形式.实际上，这时直接考察在中的绕固定点旋转的〃维刚体是方便的，这吋 

方程组为 = [ X y < pX ] ，其中 < p ： SO ( n )-^ SO ( n )； SO ( n ) =( X ： X T ^ - X ) ,<pX ^ XI 

卜 “• 0 ) 


注意到 X = (%)，> 
(^0《= (A, 


%，我们得到 


( X ) 




k 

( a ； - a { ) y ； 


- \i ~ Af v 

、 = A 77 T ? - 


在 《=3 时，有 


X \2 - A , + A 5 r I 3 

设龙 12 - X y X n = 7^23 = Z , 得方 程组: 


A3 —Aj • A 3 - A 2 

" 23 " X 7 T 7： 


a 3 + a 2 


2I X I3 


A, -A 2 

x = -- 

心 + A 2 




A 2 - A 

z = - 

A, +A 


这个流允许两个积分:/ 5 = x 2 +/ = « 2 ( A , + A 2 ) +/( A , + A 3 ) + z 2 ( A 2 + 

A ;) •事实上，这两个函数沿着流的积分轨线是常数，求出导数 i ( P ) 和.我 
们有 


X(P) 

\ Aj +A 2 A3 + A i A ? 十 A3/ 

^xyz 

= uT + a 3 )( a i + a 2 )( a 2+ a 3 ) [ ( a, - A2)(A3+Ai)(A2+Aj ) 

+ ( a 3 - a , ) ( a , + a 2 ) ( a 2 + a 3 ) + ( a 2 - a 3 )( a , + a 2 )( a 3 + A , ) ] =0； 

^(Q) ~^xyz( Aj - A 2 + A3 - A| +A2 — A ? ) = 0 , 

这就是我们所要 求的. 如果 A ,， A 2 ， A 3 >0 以及 A ,. 两两 
不相同，那么这两个积分函数无关 （ 在一般位置的点） 

(验证!） • 于是,积分轨线是两蓐曲面的交线——球面 
尸=常数和椭球面0 =常数•场 X 在曲面上画岀水平 
线 P =常数是方便的（参看图 7. 17)： 现在我们固定任 

何一个球面/^ =常数并把流 i 限制在这个球面上.我 
们断言，这个流是 Hamihon 流. 事实上，证明文保持体 



图 7. 17 
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积形式不变，即无散度的即可.证明流保持外围欧氏空间中的体积形式即可.而这 

學 春 • 

是很明显的，因为表示式^ + f _恒等于 o ( 参看的显式表示）.正如在 

dx dy dz 

给出的例子中所见，对描述流的几何状况来说，它的积分很有 价值; 在三维刚体的 
情形，运动方程是完全可积的，即我们指出了运动的两个积分. 

考察关于 Hamilton 流的积分问题，为此，在辛流形上，对其光滑函数空间引进 
新的运算是有益的. 

定义7辛流形上的两个光滑函数/,#，由下面公式定义函数 i/，y 

\ fyg \ =似 （ sgart |/’， sgardg ) = %‘ （ sgarcj/V ( sgard 茗 

称函数 \f,g\ 为函数 /， g 的 Poisson 括号 、对运算 /， g — j /， d 的显式公式为 
因为 （ sgard/) 1 头、 

dx 

命题 3 Poisson 括号满足下列 关系： ^ 

(1) 运算是双线 性的; 

( 2 ) 运算 l /， d 是反对称的， gPl/，d = 

(3) 成立 Jacobi 恒 等式： 

I *， l/，gi I + + \ f 9 \gM I =0- 

证明 我们对特殊情形，具有规范辛结构的财 2 " sR 2 "来证 明这个定理.性质 
0) 和 (2) 可由定义立即得到.现在来证明 （3) •用&表示沿着场 Sgard / 的微分，即 
/ 7 (/ i ) =( sgard /) A . 我们断定， （3) 的表示式左边是单项式的和，其每一项中都进人 
r 三个函数 /， g ， A 中的任何函数的二阶偏导数.事实上 :考察 l /， g | ;由 sgaixl 的定 
义，得到 

I/， g | = cd ( sgrad /, sgrad ^) = -( sgrad ^)/ 

= -心 (/) = - （ sgrad 茗 ) £ 

dx 

然而，（％|^厂=4，（_知)、|5,于是|/,尽|是由一阶偏导数的积组成的线 

dq dp 

性组合.由此 

I 知， l/^l I = - I l /， gi，M = = 一 （sgrad I /， 其 1 ) f 

即表示式 iA,|/，d ! 是一些单项式的和，而每一个单项式都包含了或是函数 /, 或 
是函数 g 的二阶偏导数.于是，证明了恒等式 （3) 的左边部分是一些单项式的和， 
而 每一项都含有二阶偏导数的 因子. 现在，例如固定/ I ，把 (3) 式左边的项中含有函 
数 A 的二阶导数所有项集中在一起.这些 项是： 

I -U ， I/ ， A|| =L f L g h-L f L / h = [L / 9 L g ]h. 
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另一方面，已经知道两个一阶算子心和~的交换是一阶的算子（不是二阶的 ！） ， 
即表示式[心，心] A 仅含/ I 的一阶导数.于是， （3) 的左边部分，一般不含/ 1 的二阶 
导数. 按同样的理由 ， （3) 的左边部分也不含/和#的二阶导数，即 （3) 的左边部分 
等于 0. 命题证毕. 

具有满足性质 （1)-(3) 的双线性运算子的线性空间称为李代数. 

推论2 在辛流形严， w ) 上的所有光滑函数的线性空间 F ( A / 2fl ) 是关于 
Poisson 括号李代数， 

这一点可由上面的证明得到.李代数 F ( M ) 是无限 维的. 考察李代数你）到 

李代数以对)上的映射 a ， F ( AO 是所有 A / 上的光滑向量场构成的空间 ， a 由公式 
a (/) = sgrad / 所 定义. 

推论 3映射 Q ^—> sgrad / 是李代数的同态，即 = [ p /, a ^]. 

证明应该证明 sgrad |/, g | = [ sgrad /, sgradg ] •由 Jacobi 恒等式，我们有 

(sgrad \f,g\ )h = w(sgrad \f t g\ , sgrad/i ) = - U , \f,g\ ( 

= - \gAfM I + \fAgM I = - L.Ljh + L f L g h 

* - [ ] ^5 

sgrad \f,g\ = [ sgrad /, sgrad 茗]， 

这就是所要 求的. 推论证毕. 

因为 a 是李代数的同态，所以李代数 F (对）在 A / 上的所有光滑场的李代数 
中的像是某个子代数，用/ /( Af ) 表示它.由 a 的定义得到，这是 A / 上的所有 
Hamilton 场的李代数 • 因而， a : F ( Af ) —//( A /) 是满同态.但 a 不是单同态，因为存 
在非平凡的 核:局 部常数函数是 a 的核，而若假定你是连通的，则 a 的核是一维的 
且由似上的常数函数组成 • 于是 H { M ) = F ( M )/ R l . 子代数 H ( M ) CV ( M ) ，/ /(/ If ) 

当然依赖于你上的辛结构， 

Poisson 括号在研究 Hamilton 流的积分中有用. 

命题4设 I ； = sgrad // 是 M 2 " 上的 Hamilton 流，并设 /( 幻是光滑函数.此函数 
与 Hamihon // 可交换，即|/,//| S 0 . 则/是流 c 的积分，即函数/沿着场 i ; 的积分轨 
线是 常数. 反 之:场 sgrad // 的任何积分 g 与 H 可交换 9 \g 9 H\ ^0. 

证明求出/沿着场《的导数即可，也就是求出 （ sgrad //)/ 即可.根据 sgrad // 
的定义，我们有 ： （ S grad //)/= \HJ] =0,这就是所要求的.命题 证毕. 
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reoMeTpHH n Tono ; iorwi ， 以下简称《教程》），现改为《黴分几何与拓扑学筒明教程》 
(KpaTKHft Kypc AH(t>4>epeHUHanbHoft reoMeTpHH h Tono/xorwH ， 以下简称《简明教 
程》），为了使其简明，作者刪去了《教程》中涉及到较深的内容和概念，并删去了部 
分定理（引理）的证明•为使全书统一、一致，除少数节重写或增加一些内容外，其 
他的修改虽然不少（几乎遍及全书），但大部分是表述上的修改. 

《教程》的前四章，曾由我翻译，高等教育出版社于 1989 年和 1994 年分两册出 
版，第一册由胡和生、姜国英校订，第二册由陈维桓校订，后三章虽有译搞，但未能 
出版.这次高等教育出版社委托我根据俄文《简明教程》逬行修订，由于时间关系， 
修订稿未能请原校订人校订.为了反映历史的状况，也为了表示对校订人的敬意和 
感谢，在《简明教程》的署名时，仍将他们列为校订人，特此说明. 


张爱和 
2005 年 9 月 
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